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5Ââåäåíèå
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåéðîííîé àêòèâíîñòè è èññëåäîâàíèå
íåéðîííûõ ìîäåëåé ìåòîäàìè íåëèíåéíîé äèíàìèêè è òåîðèè áèóðêàöèé çà-
íèìàþò âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé íàóêå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì àòòðàêòîðîâ, èõ áàñ-
ñåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ è áèóðêàöèé, ïðèìåíèòåëüíî ê íåéðîííûì ìîäåëÿì [1,2℄.
Ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ î äèíàìèêå òàêèõ ñèñòåì, è ìíîãèå âèäû
íåéðîííîé àêòèâíîñòè ïîëó÷èëè àäåêâàòíóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé íåéðîíîâ,
ðàçëè÷àþùèõñÿ åíîìåíàìè, íà êîòîðûå îíè îðèåíòèðîâàíû, è ïîëíîòîé èñ-
ïîëüçîâàíèÿ äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå èõ ïîñòðîåíèÿ.
Ìîäåëè íåéðîíà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: èçèîëîãè÷åñêèå è å-
íîìåíîëîãè÷åñêèå. Ôèçèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ è ïîçâîëÿþò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàòü èçèîëîãè÷åñêèå
ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â íåðâíîé êëåòêå. Êàê ïðàâèëî, òàêèå ìîäåëè îïè-
ñûâàþòñÿ ìíîãîìåðíûìè ñèñòåìàìè äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ. Îíè âåñüìà ñëîæíû êàê äëÿ êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêèå ìîäåëè îïèñûâàþò êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå íåéðîíà è ìîäåëèðóþò äèíà-
ìèêó ïîòåíöèàëà äåéñòâèÿ ìåìáðàíû íåéðîíà. Öåëüþ ñîçäàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé
ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ íàèáîëåå âàæíûõ ðåæèìîâ íåéðîííîé àêòèâíîñòè ïðè
äîñòàòî÷íîé ïðîñòîòå ñàìîé ìîäåëè.
Îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé â ðàçâèòèè íåéðîáèîëîãèè XX âåêà
áûëî îòêðûòèå áðèòàíñêèõ èçèîëîãîâ Àëàíà Õîäæêèíà è Ýíäðþ Õàêñëè, êî-
òîðûå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ îáúÿñíèëè ìåõàíèçì ãåíåðàöèè ïîòåíöèàëà äåé-
ñòâèÿ â íåéðîíå. Ó÷åíûå ïðåäëîæèëè ïåðâóþ íàèáîëåå ïîëíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
6ìîäåëü [3℄ äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà. Îíà ó÷èòûâàåò äèíàìèêó èîííûõ êà-
íàëîâ, ñïîñîáíûõ ïðîïóñêàòü èëè íå ïðîïóñêàòü èîíû ÷åðåç ìåìáðàíó â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó âíóòðåííèì è âíåøíèì ïðîñòðàíñòâîì
êëåòêè (òðàíñìåìáðàííûì ïîòåíöèàëîì). Ìîäåëü Õîäæêèíà-Õàêñëè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåðíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îíà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ áàçîé äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìîâ íåéðîííîé àê-
òèâíîñòè, îñíîâàííûõ íà èîííîé ïðîâîäèìîñòè; áîëåå ñîâðåìåííûå èçèîëî-
ãè÷åñêèå ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ îò íåå, â îñíîâíîì, òåì, ÷òî ó÷èòûâàþò áîëüøåå
êîëè÷åñòâî òèïîâ èîíîâ.
Áîëåå ïðîñòûå åíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâàíû íà ïðèíöèïàõ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîäåëè Õîäæêèíà-Õàêñëè, íî îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè. Â òàêèõ ìîäåëÿõ óïðîùåíèå äîñòèãàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî ó÷å-
òîì òîëüêî îñíîâíûõ òèïîâ èîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ãåíåðàöèè ïîòåíöèàëà äåé-
ñòâèÿ, ëèáî óñðåäíåíèåì âñåõ èîííûõ òîêîâ ÷åðåç ìåìáðàíó îäíîé îáîáùåí-
íîé ïåðåìåííîé, íàçâàííîé ¾ïåðåìåííîé âîññòàíîâëåíèÿ¿. Íàèáîëåå èçâåñòíû-
ìè è õîðîøî èçó÷åííûìè ìîäåëÿìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå ìîäåëè
Ôèöõüþ-Íàãóìî [4℄, Ìîððèñ-Ëåêàðà [5℄, äâóìåðíûé è òð¼õìåðíûé âàðèàíòû
ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç [6℄.
Îäíîâðåìåííî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè â èçèîëîãèè èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàëèñü òàêèå îòðàñëè ìàòåìàòèêè, êàê íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è
òåîðèÿ áèóðêàöèé, è èõ ìåòîäû ñòàëè àêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ â èññëåäîâàíèè
íåéðîííûõ ìîäåëåé. Îäíèì èç ïåðâûõ èññëåäîâàòåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ìîäåëè Õîäæêèíà-Õàêñëè áûë è÷àðä ÔèòöÕüþ, êîòîðûé ïðåäëîæèë ïðîñòóþ
ìîäåëü íåéðîííîé âîçáóäèìîñòè [4℄. Èññëåäîâàíèÿ ÔèòöÕüþ ïðîäîëæèëè Äæîí
èíöåëü è Áàðä Ýðìåíòðîóò, êîòîðûå ñâÿçàëè òèïû íåéðîííîé âîçáóäèìîñòè
ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè áèóðêàöèé â ìîäåëÿõ [7℄. Áîëüøîé âêëàä â íåéðîäè-
íàìèêó âíåñ Å. Ì. Èæèêåâè÷, êîòîðûé ñèñòåìàòèçèðîâàë è äîïîëíèë çíàíèÿ
è îòêðûòèÿ â îáëàñòè àíàëèçà ìåõàíèçìîâ íåéðîííîé àêòèâíîñòè è èõ ñâÿçè ñ
áèóðêàöèÿìè è äèíàìè÷åñêèìè ðåæèìàìè [1, 8℄.
Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì íåéðîíà, êîòîðîå ìîäåëèðóþò ðàññìàòðèâàåìûå
ìîäåëè, ÿâëÿåòñÿ âîçáóäèìîñòü  ñïîñîáíîñòü ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿòü òðàíñìåì-
áðàííûé ïîòåíöèàë ïðè âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ, ò. å. ãåíåðèðîâàòü ïîòåíöèàë
äåéñòâèÿ (ñïàéê). Íà ÿçûêå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä èç ñî-
7ñòîÿíèÿ ïîêîÿ ê ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Ïåðâàÿ êëàññèèêàöèÿ íåéðîííîé
âîçáóäèìîñòè áûëà ïðåäëîæåíà À. Õîäæêèíûì [9℄, êîòîðûé îïðåäåëèë äâà îñ-
íîâíûõ òèïà âîçáóäèìîñòè, èçâåñòíûå êàê Êëàññ 1 è Êëàññ 2. Íåéðîíû Êëàññà 1
ìîãóò âîçáóæäàòü ñïàéêè ñ ëþáîé ïðîèçâîëüíî íèçêîé ÷àñòîòîé, íàðàñòàþùåé
ñ óâåëè÷åíèåì âíåøíåãî òîêà. Â Êëàññå 2 ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ â îïðåäåëåí-
íîì, äîâîëüíî óçêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, îòíîñèòåëüíî íå çàâèñÿùèõ îò èçìåíå-
íèÿ âíåøíåãî òîêà. Â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ òèï âîçáóäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
òèïîì áèóðêàöèè ïåðåõîäà îò ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó. Êëàññó 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé, à Êëàññ 2 ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â ìîäåëÿõ ñ áèóðêàöèÿìè ÀíäðîíîâàÕîïà èëè ñåäëî-óçëîâûìè
áèóðêàöèÿìè [1,7℄. Ê Êëàññó 2 îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ìîäåëü Ôèöõüþ-Íàãóìî,
à ìîäåëü Ìîððèñ-Ëåêàðà äåìîíñòðèðóåò äðóãîé ìåõàíèçì âîçáóäèìîñòè, îòíî-
ñÿùèéñÿ ê Êëàññó 1.
Îñöèëëÿöèîííûå ïðîöåññû òàêæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â óíêöèîíèðîâà-
íèè íåðâíûõ êëåòîê. Îñíîâíûìè òèïàìè êîëåáàòåëüíîé àêòèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ
òîíè÷åñêèé ñïàéêèíã è á¼ðñòèíã (ïà÷å÷íûé ðåæèì). Â ïåðâîì ñëó÷àå ñïàéêè
ãåíåðèðóþòñÿ ïîñòîÿííî è ñ îäíîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé, à âî âòîðîì  ãðóï-
ïû ïåðèîäè÷åñêèõ ñïàéêîâ (ïà÷êè) ÷åðåäóþòñÿ ñ ó÷àñòêàìè ïîêîÿ. Òàêæå íåé-
ðîííûå ìîäåëè ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå äðóãèõ ñëîæíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, òàêèõ êàê ìóëüòèìîäàëüíûå êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäíî-
ìîäóëèðîâàííûé ñïàéêèíã, áèñòàáèëüíûå ðåæèìû, õàîñ.
Ïî ñâîåé áèîëîãè÷åñêîé ïðèðîäå íåéðîííàÿ êëåòêà î÷åíü âîñïðèèì÷èâà ê
ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì. Âíåøíèå (àääèòèâíûå) è âíóòðåííèå (ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå) âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Ê îñíîâíûì èñòî÷íèêàì
øóìà â íåéðîíàõ îòíîñÿò ñëó÷àéíîå îòêðûòèå è çàêðûòèå èîííûõ êàíàëîâ (êà-
íàëüíûé øóì) è ñëó÷àéíûå ñèãíàëû îò äðóãèõ íåéðîíîâ, ïîñòóïàþùèå ÷åðåç
ñèíàïñ (ñèíàïòè÷åñêèé øóì) [2℄.
Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ øóì ìîæåò âûçâàòü ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, ó êî-
òîðûõ îòñóòñòâóþò äåòåðìèíèðîâàííûå àíàëîãè [1012℄. Èññëåäîâàíèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è ñòîõàñòè÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç
íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ñîâðåìåííûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
æèâûõ ñèñòåì.
Èññëåäîâàíèå âîçäåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà íåëèíåéíûå ñèñòå-
8ìû ñ àâòîêîëåáàíèÿìè áûëî íà÷àòî Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì, À. À. Àíäðîíîâûì
è À. À. Âèòòîì â ðàáîòå [13℄. Â äàëüíåéøåì ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîë-
æåíû â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ëóêòóàöèÿì â ðàäèîèçè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ [14, 15℄ è ñëó÷àéíûì êîëåáàíèÿì â íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ [1618℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé èíòåðåñ ê àíàëèçó ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ áèîëîãèè [19,20℄.
Â õîäå èññëåäîâàíèé âçàèìîñâÿçè íåëèíåéíîñòè è ñòîõàñòè÷íîñòè îáíàðó-
æåí øèðîêèé êðóã íîâûõ ÿâëåíèé, òàêèõ êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõî-
äû [21,22℄, òîõàñòè÷åñêèå áèóðêàöèè [23℄, ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ [12,24,25℄,
âûçâàííûé øóìîì ïîðÿäîê [26, 27℄, âûçâàííûé øóìîì õàîñ [28, 29℄, âûçâàííûå
øóìîì êðèçèñû [30℄.
Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ, ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá îðãàíèçóþùåé ðîëè øóìà, îá-
íàðóæåíû âî ìíîãèõ íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ æèâûõ ñèñòåì è, â
÷àñòíîñòè, â íåéðîäèíàìèêå. Íàïðèìåð, â ñòîõàñòè÷åñêèõ íåéðîííûõ ìîäåëÿõ
ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òàêèå ñïåöèè÷åñêèå ÿâëåíèÿ êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîçáó-
äèìîñòü [3133℄, âûçâàííûå øóìîì êîëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ìîä [34℄, èíäóöèðî-
âàííûé øóìîì á¼ðñòèíã [3537℄, êîãåðåíòíûé ðåçîíàíñ [38, 39℄, ñòîõàñòè÷åñêèé
ðåçîíàíñ [40, 41℄, èíäóöèðîâàííîå øóìîì ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé [42℄.
Ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå âîçìîæíûõ â ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ) [43, 44℄. Åñëè õàðàêòåð ïåðå-
õîäíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, òî îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ. Îäíàêî ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ äàæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Àíàëè-
òè÷åñêè ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òîëüêî
äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Â ýòîé ñèòóàöèè îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
ïðèåìîâ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ
òðàåêòîðèé ñ èõ ïîñëåäóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé. Íî ýòîò ìåòîä òðå-
áóåò áîëüøèõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ìàøèííîãî âðåìåíè, è åãî
ðàìêàõ ñëîæíî ïîëó÷èòü ÿñíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Êàê ïðàâèëî, ðàñ-
ñìîòðåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ îòäåëüíî âçÿòûìè ÷èñëîâûìè ïðèìåðàìè.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ïîçâîëÿþ-
9ùèå íàéòè ïðèáëèæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòîõàñòè÷åñêèõ àò-
òðàêòîðîâ ñèñòåìû. Äëÿ ñèñòåì ñ ìàëûìè ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè â ðàáîòå
À. Ä. Âåíòöåëÿ è Ì. È. Ôðåéäëèíà [45℄ ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïî-
ëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè â îðìå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíî êîíñòðóèðóåìîé óíêöèè, íàçâàííîé
êâàçèïîòåíöèàëîì. Ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ È. À. Áàøêèðöå-
âîé è Ë. Á. ÿøêî [46,47℄, êîòîðûå ïðåäëîæèëè ìåòîäèêó óíêöèé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÔÑ×). Ýòà óíêöèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåíèå äëÿ
êîâàðèàöèè îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè îò äåòåðìèíèðîâàííîãî àòòðàê-
òîðà. ÔÑ× ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, õàðàêòåðèçóþùåé îòêëèê ñèñòåìû
íà ìàëûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. Àïïàðàò ÔÑ× áûë ðàçâèò è ïðèìåíåí äëÿ àíà-
ëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ìíîãèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, êàê íåïðåðûâíûõ, òàê
è äèñêðåòíûõ [4852℄.
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñòàâèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå è àíàëèç âåðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â
ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè áèóðêàöèé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ îïðåäåëåíû îñíîâíûå çàäà÷è äèñ-
ñåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:
• ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â ìîäåëÿõ íåéðîííîé
àêòèâíîñòè;
• èññëåäîâàíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì åíîìåíîâ â ìîäåëÿõ íåéðîííîé
àêòèâíîñòè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî, Ìîððèñ-Ëåêàðà, Õèíäìàðø-îóç (â äâó-
ìåðíîì è òð¼õìåðíîì âàðèàíòàõ) â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè áèóðêà-
öèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì;
• ðàçðàáîòêà, òåñòèðîâàíèå è ïðèìåíåíèå íîâûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåéðîííîé àêòèâíîñòè.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû, êîòîðûå ìîäåëèðóþò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â íåðâíîé êëåòêå.
Áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â íåëè-
íåéíûõ ñèñòåìàõ îïèðàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà ìåòîä ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìî-
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äåëèðîâàíèÿ, òðåáóþùèé áîëüøèõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Íåîáõî-
äèìîñòü ðàçðàáîòêè ýåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñ èõ
ïîñëåäóþùåé àïðîáàöèåé íà ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè îáó-
ñëàâëèâàþò àêòóàëüíîñòü òåìû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ðàáîòå, âêëþ÷àþò â
ñåáÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó ðåçóëüòàòîâ ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, àïïàðàò óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.
Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. àçðàáîòàíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ íåéðîííîé äèíàìè-
êè.
2. àçâèòû êà÷åñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ áèóðêàöèé, îñíîâàííûå íà àïïàðàòå óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì íåéðîííîé àêòèâíîñòè.
3. Ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ÿâëåíèé â
íåñêîëüêèõ ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè (Ìîððèñ-Ëåêàðà, äâóõ- è òð¼õ-
ìåðíàÿ Õèíäìàðø-îóç, ÔèòöÕüþ-Íàãóìî) ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé
òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà.
4. àçðàáîòàíû êîìïëåêñû ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿ-
þùèå ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåéðîííîé àêòèâíîñòè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ïðîâåäåííîå êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå ðÿäà ìîäåëåé íåéðîííîé àêòèâ-
íîñòè ïîçâîëèëî âûÿâèòü íîâûå èíäóöèðîâàííûå øóìîì ÿâëåíèÿ â ýòèõ ìîäå-
ëÿõ è èõ âçàèìîñâÿçü ñ òèïàìè áèóðêàöèé â äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ.
Âûÿâëåíû çàêîíîìåðíîñòè â âåðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìàõ ðàññìîòðåííûõ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè ðàçðàáîòàòü íîâûå óíèâåðñàëüíûå
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àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ. àçðàáîòàííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû
ðåàëèçîâàíû â íîâûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü êîì-
ïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ èçó÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåéðîííîé àê-
òèâíîñòè.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáóñëîâëèâàåòñÿ
ñòðîãîñòüþ èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ïðåäñòàâëåííûå â ðà-
áîòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ, ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Êîððåêòíîñòü è
ýåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ è ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ áûëè ïðî-
òåñòèðîâàíû íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ è ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðà-
áîòàííûõ îáùèõ ìåòîäàõ àíàëèçà âåðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ
åíîìåíîâ â ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè è ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå èñïîëü-
çîâàíèÿ àïïàðàòà óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê
òàêèì çàäà÷àì. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííûõ
ìåòîäîâ ê ðàçëè÷íûì ìîäåëÿì íåéðîííîé àêòèâíîñòè, âûÿâëåíèè îñíîâíûõ òè-
ïîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ è áèóðêàöèé â ýòèõ ìîäåëÿõ. Ïðàêòè÷åñêóþ
öåííîñòü òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ðàçðàáîòàííûå êîìïëåêñû ïðîãðàìì.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû â
îðìå óñòíûõ è ñòåíäîâûõ äîêëàäîâ íà 17 ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ
íàó÷íûõ êîíåðåíöèÿõ: 44-é, 45-é, 46-é, 47-é, 48-é, 49-é Âñåðîññèéñêîé (ìåæ-
äóíàðîäíîé) ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-
ìàòèêè¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2013-2018), 17-é Ìåæäóíàðîäíîé Ïóùèíñêîé øêîëå-
êîíåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Áèîëîãèÿ  íàóêà XXI âåêà¿ (Ïóùèíî, 2013),
III Âñåðîññèéñêîé ìåæäèñöèïëèíàðíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíåðåíöèè ¾Èí-
îðìàöèîííàÿ øêîëà ìîëîäîãî ó÷åíîãî¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2013), Ìåæäóíàðîä-
íîé êîíåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.Í.
Êðàñîâñêîãî ¾Äèíàìèêà ñèñòåì è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2014),
Ìåæäóíàðîäíîé êîíåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîåñ-
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ñîðà Ë.Ï. Øèëüíèêîâà ¾Shilnikov Workshop 2014¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2014),
Ìåæäóíàðîäíîé êîíåðåíöèè-øêîëå ¾Äèíàìèêà áåñêîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé,
äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû è àòòðàêòîðû¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2015), Âîñüìîé
Êîíåðåíöèè Åâðî-Àìåðèêàíñêîãî Êîíñîðöèóìà ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ïðèìå-
íåíèÿ ìàòåìàòèêè â òåõíè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóêàõ (Àëáåíà, Áîëãàðèÿ,
2016), Ìåæäóíàðîäíîé êîíåðåíöèè-øêîëå ¾Äèíàìèêà, áèóðêàöèè è õàîñ¿
(Íèæíèé Íîâãîðîä, 2016), Âòîðîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíåðåíöèè ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîé íåéðîáèîëîãèè (Æóàí-ëå-Ïåí, Ôðàíöèÿ, 2016), 23-é è 24-é ìåæäó-
íàðîäíîé êîíåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿ (Äóáíà, 2016;
Ïóùèíî, 2017), IV Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíåðåíöèè ¾Ôè-
çèêà. Òåõíîëîãèè. Èííîâàöèè¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2017) è îïóáëèêîâàíû â Òðó-
äàõ [5357℄.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî áîëåå ÷åì â 30 ðàáîòàõ,
èç êîòîðûõ 11 ñòàòåé [5868℄ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäî-
âàííûõ ÂÀÊ Ô äëÿ ïóáëèêàöèé ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé
(èç íèõ 8  â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ Sopus, 6  â æóð-
íàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ áàçîé äàííûõ Web of Siene). Äëÿ ðàçðàáîòàííîãî â
ðàìêàõ äèññåðòàöèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñó-
äàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ [69℄.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ îñíîâíîãî ñîäåðæàíèÿ, çà-
êëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 159 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 97 ðèñóíêîâ, 102 ññûëêè íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, 1
ïðèëîæåíèå.
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ëàâà 1. Òåõíèêà óíêöèé
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
Ìåòîäû è àëãîðèòìû
Â äàííîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû âåðîÿòíîñòíîãî àíà-
ëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, èçëàãàþòñÿ ìåòîäû óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé, à òàêæå ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ìåòî-
äû è àëãîðèòìû àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì
íåéðîííîé àêòèâíîñòè è êðèòåðèè îöåíêè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçíèêíîâåíèþ ýòèõ åíîìåíîâ.
1.1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû òåõíèêè óíêöèé
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è
äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé
àññìîòðèì îáùóþ n-ìåðíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äè-
åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî:
dx = f(x) dt + εσ(x) dw(t), (1.1.1)
ãäå x  n-âåêòîð, f(x)  äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-óíêöèÿ, w(t) 
m-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî ñâîéñòâàìè E(w(t) − w(s)) =
0, E(w(t) − w(s))2 = |t − s|, σ(x)  äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n × m-ìàòðè÷íàÿ
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óíêöèÿ, çàäàþùàÿ çàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé îò ñîñòîÿíèé ñèñòåìû,
ε  ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé.
Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íåâûðîæäåííûõ øóìîâ àçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû (1.1.1) ïîêèäàþò äåòåðìèíèðîâàííûé àòòðàêòîð è îðìèðóþò âîêðóã íåãî
íåêîòîðûé ïó÷îê ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé  ñòîõàñòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Äåòàëüíîå
âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ) [43,44, 70℄.
Åñëè õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, à îñíîâ-
íîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, ε), çàäàâàåìîé ñòàöèî-
íàðíûì óðàâíåíèåì ÔÏÊ. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ óæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó ðàçðàáàòûâà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèè è àñèìïòîòèêè [39,71,72℄. Äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî
îïèñàíèÿ ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìàõ ñ ìàëûìè ñòîõàñòè÷åñêè-
ìè âîçìóùåíèÿìè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí èçâåñòíûé ìåòîä êâàçèïîòåíöèà-
ëà [45, 73℄ è òåõíèêà óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [46,47, 49℄.
1.1.1. Ñòîõàñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå
àññìîòðèì ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàí-
íàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (1.1.1), èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå x¯. C ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè êâàçè-
ïîòåíöèàëà [45℄ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ãàóññîâ-
ñêóþ àñèìïòîòèêó ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:
ρ(x, ε) = K exp
(
−(x− x¯,W
−1(x− x¯))
2ε2
)
ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé D(ε) = ε2W è êîíñòàíòîé íîðìàëèçàöèè K. Äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯ ìàòðèöàW ÿâëÿåòñÿ [72℄ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
FW +WF⊤ = −S,
ãäå
F =
∂f
∂x
(x¯), S = GG⊤, G = σ(x¯)
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y
x
v2
v1
y
z
x
(à) (á)
èñóíîê 1.1.1  Äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ: (à)
äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ (ïóíêòèð) äëÿ ðàâíîâåñèÿ (÷åðíûé êðóæîê) äâóìåðíîé
ñèñòåìû, ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ (êðóæêè); (á) äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä äëÿ
ðàâíîâåñèÿ òð¼õìåðíîé ñèñòåìû.
Ìàòðèöà W ñâÿçûâàåò ñòîõàñòè÷åñêèé âõîä (ε2) è ñòîõàñòè÷åñêèé âûõîä
(êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó D), è òåì ñàìûì õàðàêòåðèçóåò ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòü ñèñòåìû ê ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì. Ìàòðèöà W áûëà íàçâàíà
ìàòðèöåé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi (λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn ≥ 0) ìàòðèöû W çàäà-
þò âåëè÷èíó ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ vi. Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû W ìîæíî ïî-
ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä, àïïðîêñèìèðóþùèé ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1.1.1) îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíî-
âåñèÿ x¯. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû vi îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå
îñåé ýëëèïñîèäà, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi  åãî ðàçìåð.
Äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:
(x− x¯,W−1(x− x¯)) = 2k2ε2.
Â ñëó÷àå n = 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ:
u21
λ1
+
u22
λ2
= 2k2ε2,
ãäå ui = (x−x¯, vi), k2 = − ln(1−P ), à P  çàäàííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü.
Íà ðèñ. 1.1.1à ïðèâåäåí ïðèìåð äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà äëÿ ðàâíîâåñèÿ
äâóìåðíîé ñèñòåìû, à íà ðèñ. 1.1.1á ïîêàçàí äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä äëÿ ðàâ-
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íîâåñèÿ òð¼õìåðíîé ñèñòåìû. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü õî-
ðîøî àïïðîêñèìèðóåò ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã äåòåðìèíèðîâàííî-
ãî ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 1.1.1à).
1.1.2. Ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë
àññìîòðèì ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà. Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ
(1.1.1) äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà (ε = 0) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
x¯(t) = x¯(t+ T ), çàäàþùåå ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë Γ.
Ïóñòü Πt  ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ öèêëó â òî÷êå x¯(t). Â ýòîì
ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè êâàçèïîòåí-
öèàëà âáëèçè öèêëà äëÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå Πt ìîæíî çàïèñàòü ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ ãàóññîâñêóþ àñèìïòîòèêó [46,47℄
ρt(x, ε) = K exp
(
−(x− x¯(t))
⊤W+(t)(x− x¯(t))
2ε2
)
ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì mt = x¯(t) è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé D(t, ε) = ε
2W (t),
çàäàþùåé âáëèçè ðàçáðîñ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñ ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ Πt. Çäåñü ìàòðèöà W (t) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé (det(W (t)) = 0),
è çíàê "+"îáîçíà÷àåò ïñåâäîîáðàùåíèå.
Â ñèëó âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû W (t), åå ìëàäøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λn(t) ≡ 0. Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1(t) ≥ λ2(t) ≥ ...λn−1(t) è ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû v1(t), v2(t), ..., vn−1(t)
õàðàêòåðèçóþò âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â ãè-
ïåðïëîñêîñòè Πt. Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöóW (t) óíêöèåé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè öèêëà.
Óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà â öåëîì ÿâëÿåòñÿ êîý-
èöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M = max
[0,T ]
λ1(t).
Ìàòðèöà W (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
W˙ = F (t)W +WF⊤(t) + P (t)S(t)P (t), W (0) = W (T ), W (t)r(t) = 0
(1.1.2)
Çäåñü
F (t) =
∂f
∂x
(x¯(t)), S(t) = G(t)G⊤(t), G(t) = σ(x¯(t)),
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y
x
y
z
x
(à) (á)
èñóíîê 1.1.2  Äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà: (à) ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû (ïóíêòèð) äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà
(òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ) äâóìåðíîé ñèñòåìû, ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ);
(á) äîâåðèòåëüíûé òîð (íàáîð äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ) äëÿ ïðåäåëüíîãî
öèêëà (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ) òð¼õìåðíîé ñèñòåìû.
r(t) = f(x¯(t)), P (t) = Pr(t), Pr = I − rr
⊤
r⊤r
.
Ñèñòåìà (1.1.2), áëàãîäàðÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè öèêëà, èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå [47℄.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì ðàçìåðíîñòè n = 3 è âûøå ÿâíî âûðàçèòü
óíêöèþ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè íå óäàåòñÿ, è äëÿ åå îòûñêàíèÿ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû óñòàíîâëåíèÿ è ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ [47℄.
Â ñëó÷àå öèêëà íà ïëîñêîñòè (n = 2) ìàòðèöû W (t) è P (t) èìåþò ðàíã,
ðàâíûé åäèíèöå, è ïðåäñòàâèìû â âèäå
W (t) = m(t)P (t), P (t) = p(t)p⊤(t).
Çäåñü p(t)  íîðìèðîâàííûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé êàñàòåëüíîìó âåêòîðó
f(x¯(t)), à m(t) > 0  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ, çàäàþùàÿ äèñ-
ïåðñèþ D(t, ε) = ε2m(t) ïó÷êà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ïî íîðìàëè ê öèêëó â
òî÷êå x¯(t).
Ôóíêöèÿ m(t) óäîâëåòâîðÿåò [74℄ êðàåâîé çàäà÷å
m˙ = a(t)m+ b(t), m(0) = m(T )
ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýèöèåíòàìè
a(t) = p⊤(t)(F⊤(t) + F (t))p(t), b(t) = p⊤(t)S(t)p(t).
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Ôóíêöèÿ m(t) îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü öèê-
ëà â òî÷êå x¯(t). Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè öå-
ëîì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êîýèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
M = max
[0,T ]
m(t).
Ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äîâåðè-
òåëüíóþ îáëàñòü âîêðóã äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà Γ. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 â
íîðìàëüíîì ñå÷åíèè Πt ðàññìàòðèâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ñ öåíòðîì â
òî÷êå öèêëà x¯(t):
(x− x¯(t))⊤W+(t)(x− x¯(t)) = 2k2ε2,
ãäå ïàðàìåòð k îïðåäåëÿåò äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü P = 1−e−k. Íàáîð òàêèõ
ýëëèïñîâ äëÿ t ∈ [0;T ) îáðàçóåò â ïðîñòðàíñòâå òîð, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè
îêðóæåíû ãðàíèöàìè äîâåðèòåëüíîãî òîðà ñ âåðîÿòíîñòüþ P .
Â ñëó÷àå öèêëà íà ïëîñêîñòè äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëîñà,
ãðàíèöû x1,2(t) êîòîðîé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ÿâíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé îðìå
ñ ïîìîùüþ óíêöèè m(t):
x1,2(t) = x¯(t)± kε
√
2m(t)p(t), t ∈ [0, T ]
Çäåñü ïàðàìåòð k ñâÿçàí ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P îðìóëîé k =
erf−1(P ), ãäå erf(x) = 2√
pi
∫ x
0 e
−t2dt.
Íà ðèñ. 1.1.2à ïðèâåäåí ïðèìåð äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû äëÿ ïðåäåëüíîãî
öèêëà äâóìåðíîé ñèñòåìû, à íà ðèñ. 1.1.2á èçîáðàæåí äîâåðèòåëüíûé òîð (íàáîð
äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ) äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà òð¼õìåðíîé ñèñòåìû. Ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé âîêðóã äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 1.1.2à).
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1.2. ×èñëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû àíàëèçà
ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ íåéðîííîé äèíàìèêè
ñ ïîìîùüþ òåõíèêè óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé
Âîçíèêíîâåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ íåéðîííîé äèíàìèêè, òàêèõ
êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè, ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé è äð., ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî äâóìÿ
îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè.
Âî-ïåðâûõ, èçìåíåíèå äèíàìèêè ïîä äåéñòâèåì øóìà ìîæåò áûòü ñâÿçàíî
ñ îñîáåííîñòÿìè äåòåðìèíèðîâàííîãî àçîâîãî ïîðòðåòà.
Â ñëó÷àå, åñëè äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â áèñòà-
áèëüíîì äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå, êîãäà ñîñóùåñòâóþò äâà èëè áîëåå ðàçëè÷íûõ
óñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðà, èõ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ðàçäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå
íåêîòîðîé ãðàíèöåé  ñåïàðàòðèñîé. Â ðîëè ñåïàðàòðèñû ìîæåò âûñòóïàòü,
íàïðèìåð, íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë èëè ñåïàðàòðèñà ñåäëà. Òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó èç àòòðàêòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ íà-
÷àëüíîé òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê ñåïàðàòðèñå.
Â ìîíîñòàáèëüíîì ðåæèìå àòòðàêòîð åäèíñòâåííûé â ñèñòåìå, è ëþáàÿ
òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê íåìó. Îäíàêî õàðàêòåð ýòîãî ñòðåìëåíèÿ ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè. Ìîæíî âûäåëèòü äâà (èëè
íåñêîëüêî) òèïîâ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà: íàïðèìåð, ìîíîòîííîå ñòðåìëåíèå ê
àòòðàêòîðó è íåìîíîòîííîå, êîãäà òðàåêòîðèÿ ñíà÷àëà óõîäèò äàëåêî îò àò-
òðàêòîðà ïðåæäå, ÷åì ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó. Òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî äëÿ
íåéðîííûõ ìîäåëåé è ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì âîçáóäèìîñòè íåðâíîé êëåòêè. Òà-
êèì îáðàçîì, â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ ãðàíèöó,
ðàçäåëÿþùóþ çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ, êî-
òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ¾ïñåâäîñåïàðàòðèñîé¿.
Èíäóöèðîâàííûå øóìîì åíîìåíû òàêæå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ âûñî-
êîé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ àòòðàêòîðîâ. Äëÿ àíàëèçà ýòèõ ÿâëåíèé
ïðåäëîæèì ìåòîäû è àëãîðèòìû, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàí-
íîé äèíàìèêè ñèñòåìû è ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü. Îáùàÿ èäåÿ ýòèõ
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ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ äîâåðèòåëüíîé îá-
ëàñòè è ñåïàðàòðèñû (ïñåâäîñåïàðàòðèñû).
1.2.1. Ñòîõàñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå
Ïóñòü àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñèå. àññìîòðèì ñëó÷àé òð¼õìåðíîé ñèñòåìû (n = 3). Äîâåðèòåëüíîé
îáëàñòüþ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ èç áàññåéíà ïðèòÿæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ìàòðèöû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòî-
ÿíèé â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ vi, ò.å. ðàçìåðû è
ïîëîæåíèå äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà. Çíà÷åíèÿ λ1, λ2, λ3 ìîãóò ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷àòüñÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ. àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êî-
ãäà íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 çíà÷èòåëüíî áîëüøå äâóõ äðóãèõ, λ2 è λ3.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ñèëüíî âûòÿíóò â íàïðàâëåíèè âåêòî-
ðà v1 è óçîê ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäîì ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé è ðàññìàòðèâàòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïî
âåêòîðó v1.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè
øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåé âîçíèêíîâåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî åíîìåíà â çîíå
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ èëè ãåíåðàöèè
ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé):
Àëãîðèòì 1.1. ¾Îöåíêà êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ ïîìîùüþ
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ â ãëàâíîì íàïðàâëåíèè¿
1. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vi ìàòðèöû
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W .
2. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
âåêòîð v1.
3. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v1. Êîíöû
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ äîâåðèòåëüíî-
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ãî ýëëèïñîèäà ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé â íàïðàâëåíèè vi. Èõ êîîðäèíàòû
âû÷èñëÿþòñÿ ïî îðìóëå
x1,2 = x¯± αv1,
ãäå α =
√
2λ1εk, à êîýèöèåíò k îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì ¾òð¼õ ñèãìà¿:
k = 3√
2
.
4. Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε, îïðåäåëèì òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ ñåïàðàòðèñîé (ïñåâäîñåïàðàòðèñîé), ðàç-
äåëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ
(èëè çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà). Çíà÷å-
íèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ïåðåñå÷åíèþ, îïðåäåëèì
êàê êðèòè÷åñêîå ε∗. Ïðè ε > ε∗, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (à ñëåäîâàòåëü-
íî, è ýëëèïñîèä) íà÷èíàåò çàíèìàòü çîíó âíå ñåïàðàòðèñû.
àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äâà íàèáîëüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1, λ2
èìåþò ïðèìåðíî îäèí ïîðÿäîê, íî ñóùåñòâåííî áîëüøå òðåòüåãî çíà÷åíèÿ λ2.
Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â ïëîñêîñòè
(ñå÷åíèè Ïóàíêàðå), îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè v1, v2. Îíà çàäàåò ãëàâíûå
íàïðàâëåíèÿ ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâ-
íîâåñèÿ. Áóäåì íàçûâàòü ýòó ïëîñêîñòü ¾ãëàâíîé¿. Ïðåäëîæèì ñëåäóþùèé
àëãîðèòì îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà:
Àëãîðèòì 1.2. ¾Îöåíêà êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ ïîìîùüþ
äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè¿
1. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vi ìàòðèöû
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W .
2. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1, λ2 è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì âåêòîðû v1, v2.
3. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû â ïëîñêîñòè ñ áàçèñîì (v1, v2) (ýëëèï-
ñû ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà ñ ãëàâíîé ïëîñ-
êîñòüþ).
22
4. Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε, îïðåäåëèì òî÷êó êàñà-
íèÿ äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ñ ñåïàðàòðèñîé (ïñåâäîñåïàðàòðèñîé), ðàç-
äåëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ
(èëè çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà). Çíà-
÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó êàñàíèþ, îïðåäåëèì
êàê êðèòè÷åñêîå ε∗. Ïðè ε > ε∗, äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ (à ñëåäîâàòåëüíî,
è ýëëèïñîèä) íà÷èíàåò çàíèìàòü çîíó âíå ñåïàðàòðèñû.
Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçàèìíîå ïîëîæåíèå äîâåðèòåëü-
íûõ ýëëèïñîèäîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñåïàðàòíîé ïîâåðõíîñòè.
Àëãîðèòì 1.3. ¾Îöåíêà êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ ïîìîùüþ
äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîèäîâ¿
1. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vi ìàòðèöû
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W .
2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà.
3. Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε, îïðåäåëèì òî÷êó êàñàíèÿ
äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà ñ ñåïàðàòðèñîé (ïñåâäîñåïàðàòðèñîé), ðàçäå-
ëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ (èëè
çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà). Çíà÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó êàñàíèþ, îïðåäåëèì êàê
êðèòè÷åñêîå ε∗. Ïðè ε > ε∗, äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä íà÷èíàåò çàíèìàòü
çîíó âíå ñåïàðàòðèñû.
1.2.2. Ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë
Ïóñòü àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë. Äëÿ òð¼õìåðíîé ñèñòåìû (n = 3) äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ
äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëü-
íîãî öèêëà, ÿâëÿåòñÿ òîð, à â ñëó÷àå äâóìåðíîé ñèñòåìû (n = 2)  äîâåðèòåëü-
íàÿ ïîëîñà âîêðóã öèêëà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîé óíêöèè
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ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëà îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå è ðàçìåð äîâå-
ðèòåëüíîãî òîðà (ïîëîñû).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóìåðíîé ñèñòåìû (n = 2). Ñåïàðàòðèñîé
(ïñåâäîñåïàðàòðèñîé) ïðè ýòîì áóäåò íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â àçîâîé ïëîñêîñòè.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà,
ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëó èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ èç áàññåéíà
ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Àëãîðèòì 2.1. ¾Îöåíêà êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ ïîìîùüþ
äîâåðèòåëüíûõ ïîëîñ¿
1. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè÷íîé
óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà.
2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå ïîëîñû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
øóìà.
3. Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε, îïðåäåëèòü òî÷êó êàñàíèÿ
äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû ñ ñåïàðàòðèñîé, ðàçäåëÿþùåé â àçîâîé ïëîñêîñòè
ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ (èëè çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà). Çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ýòîìó êàñàíèþ, îïðåäåëèì êàê êðèòè÷åñêîå ε∗. Ïðè ε > ε∗,
äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà íà÷èíàåò çàíèìàòü çîíó âíå ñåïàðàòðèñû.
àññìîòðèì âàðèàíò òð¼õìåðíîé ñèñòåìû (n = 3). Ñåïàðàòðèñîé
(ïñåâäîñåïàðàòðèñîé) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü â àçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëó èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ
èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Àëãîðèòì 2.2. ¾Îöåíêà êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ ïîìîùüþ
äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ â íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè¿
1. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè÷íîé
óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà.
24
2. Îïðåäåëèòü òî÷êó öèêëà x˜ èç ¾çîíû ïåðåõîäà¿. Çîíà ïåðåõîäà  ÷àñòü
ïðåäåëüíîãî öèêëà, ñ êîòîðîé ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè âûõîäÿò èç áàñ-
ñåéíà ïðèòÿæåíèÿ öèêëà. Îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåòíîé ìîäå-
ëè.
3. Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå Ïóàíêàðå  ïëîñêîñòü Π, îðòîãîíàëüíóþ ïðåäåëüíîìó
öèêëó â òî÷êå x˜.
4. Ïîñòðîèòü êðèâóþ (áóäåì íàçûâàòü åå ñåïàðàòðèñîé), ÿâëÿþùóþñÿ ïåðå-
ñå÷åíèåì ñåïàðàòíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ Π.
5. Äëÿ òî÷êè öèêëà x˜ â ïëîñêîñòè Π ïîñòðîèòü íàáîð äîâåðèòåëüíûõ ýëëèï-
ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì èíòåíñèâíîñòè øóìà.
6. Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε, îïðåäåëèòü òî÷êó êàñà-
íèÿ äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ñ ñåïàðàòðèñîé, ðàçäåëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå
ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ (èëè çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíûì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà). Çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ýòîìó êàñàíèþ, îïðåäåëèì êàê êðèòè÷åñêîå ε∗. Ïðè ε > ε∗,
äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ íà÷èíàåò çàíèìàòü çîíó âíå ñåïàðàòðèñû.
1.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
Â äàííîé ãëàâå áûëè èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû âåðîÿòíîñòíîãî àíà-
ëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñàíû ìåòîäû óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé. Ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü âåðî-
ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã äåòåðìèíèðîâàííûõ àò-
òðàêòîðîâ. Äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óíêöèè ñòî-
õàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ýåêòèâíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà îñíîâå òåõíèêè óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåíû íîâûå ìåòîäû è àëãîðèòìû àíàëèçà
ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì íåéðîííîé àêòèâíîñòè, à
òàêæå êðèòåðèè îöåíêè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âîçíèêíîâåíèþ ýòèõ åíîìåíîâ. Â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ ÿâëåíèé,
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êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó ñîñóùåñòâóþùèìè àòòðàêòîðàìè
è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé, âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîãî àçîâîãî ïîðòðåòà, à èìåííî íàëè÷èå îñî-
áûõ àçîâûõ êðèâûõ, ñåïàðàòðèñ èëè ïñåâäîñåïàðàòðèñ, ðàçäåëÿþùèõ â àçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ðåæèìàì.
Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû îïèðàþòñÿ íà àíàëèç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ êðè-
âûõ è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âîçíèêíîâåíèå ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî åíîìåíà.
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ëàâà 2. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü
Ìîððèñ-Ëåêàðà
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà äâóìåðíîé ìîäåëè
íåéðîíà ÌîððèñËåêàðà (ÌË) [5℄. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó,
ìîäåëü ÌË âîñïðîèçâîäèò øèðîêèé ñïåêòð ðàçëè÷íûõ íåéðîèçèîëîãè÷åñêèõ
ÿâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ ýòà ñèñòåìà ìîæåò îïèñûâàòü äâà îñíîâíûõ òèïà âîçáóäèìîñòè
(Êëàññ 1 è Êëàññ 2) [7℄.
Äåòàëüíûé áèóðêàöèîííûé àíàëèç äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÌË â
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ ïðåäñòàâëåí â [75,76℄. Èíäóöèðîâàííûå øó-
ìîì ïåðåõîäû îò ðàâíîâåñíîãî ðåæèìà ê êîëåáàòåëüíîìó â ìîäåëè ÌË ñ âîç-
áóäèìîñòüþ Êëàññà 1 è 2 èññëåäîâàëèñü â [77℄. Ñïîíòàííàÿ âîçáóäèìîñòü â ñòî-
õàñòè÷åñêîé ìîäåëè ÌË èçó÷àëàñü â [78℄. Êîãåðåíòíûé ðåçîíàíñ â ìîäåëè ÌË
áûë îáíàðóæåí è èññëåäîâàí â [79℄.
2.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü Ìîððèñ-Ëåêàðà
àññìîòðèì ìîäåëü ÌîððèñËåêàðà (ÌË) [5℄:
Cx˙ = −gCam∞(x)(x− VCa)− gKy · (x− VK)− gl(x− Vl) + I
y˙ = ϕ
y∞(x)− y
τy(x)
,
(2.1.1)
ãäå
m∞(x) = 0.5
(
1 + tanh
(
x− V1
V2
))
y∞(x) = 0.5
(
1 + tanh
(
x− V3
V4
))
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τy(x) =
(
cosh
(
x− V3
2V4
))−1
.
Ïåðåìåííûå x è y îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë è àêòèâà-
öèþ òîêà K+. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ìåìáðàííîãî
ïîòåíöèàëà x, ñîäåðæèò ÷åòûðå ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå òîêó Ca2+, òîêó K+,
îáùåìó òîêó óòå÷êè è âíåøíåìó òîêó I. Ïàðàìåòðû gCa, gK è gl îïðåäåëÿþò
ìàêñèìàëüíûå ïðîâîäèìîñòè òðàíñìåìáðàííûõ òîêîâ, à VCa, VK è Vl  ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðåâåðñèâíûå ïîòåíöèàëû. Ôóíêöèè m∞(x) è y∞(x) îáîçíà÷àþò
äîëþ îòêðûòûõ êàíàëîâ Ca2+ è K+ ïðè èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x ìåìáðàí-
íîãî ïîòåíöèàëà. Ôóíêöèÿ τy(x) îïèñûâàåò ñêîðîñòü ïðèòîêà êàëèÿ â êëåòêó.
Êîíñòàíòà ϕ ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñêîðîñòè îòêðûòèÿ
êàíàëà K+.
Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòî-
ðîì ñèñòåìà (2.1.1) îïèñûâàåò ìåìáðàíó ñ âîçáóäèìîñòüþ Êëàññà 1 [7℄: VK =
−84 mV , Vl = −60 mV , VCa = 120 mV , C = 20 µF/cm2, gl = 2.0 µS/cm2,
gCa = 4.0 µS/cm
2
, gK = 8.0 µS/cm
2
, V1 = −1.2 mV , V2 = 18 mV , V3 = 12 mV ,
V4 = 17.4 mV , ϕ = 0.064. Äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà
(2.1.1) ìîäåëèðóåò âîçáóäèìîñòü Êëàññà 2 [7℄: VK = −84 mV , Vl = −60 mV ,
VCa = 120 mV , C = 20 µF/cm
2
, gl = 2.0 µS/cm
2
, gCa = 4.4 µS/cm
2
,
gK = 8.0 µS/cm
2
, V1 = −1.2 mV , V2 = 18 mV , V3 = 2 mV , V4 = 30 mV ,
ϕ = 0.04. Äèíàìèêó ñèñòåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà
âíåøíåãî òîêà I.
Íà ðèñ. 2.1.1 ïðåäñòàâëåíû áèóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñèñòåìû (2.1.1)
äëÿ äâóõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçáóäèìîñòè Êëàññà 1
(ðèñ. 2.1.1à) è Êëàññà 2 (ðèñ. 2.1.1á): x-êîîðäèíàòû ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è
ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ x ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà I.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áèóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äåòåðìèíèðîâàííîé
ñèñòåìû (2.1.1) äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçáóäèìîñòè Êëàññà 1
(ðèñ. 2.1.1à). Ïðè I < I0 ≈ −9.95 â ñèñòåìå èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñèå  óçåë. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I = I0 ñëåâà íàïðàâî ïðîèñõîäèò
ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ, è ïîÿâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ðàâíîâåñèÿ  íåóñòîé÷è-
âûé îêóñ è ñåäëî. Òðè ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ïðè I0 < I < I1 ≈
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èñóíîê 2.1.1  Áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ïàðàìåòðîâ, ìîäåëèðóþùèõ
âîçáóäèìîñòü Êëàññà 1 (à) è Êëàññà 2 (á): óñòîé÷èâûå (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ) è
íåóñòîé÷èâûå (òîíêàÿ ïóíêòèðíàÿ, øòðèõïóíêòèðíàÿ) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ x-êîîðäèíàò óñòîé÷èâûõ (òîëñòàÿ
ñïëîøíàÿ) è íåóñòîé÷èâûõ (òîëñòàÿ ïóíêòèðíàÿ) ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
39.96. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I1 ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ íà
èíâàðèàíòíîé êðèâîé, ïðè ýòîì óçåë, ñëèâàÿñü ñ ñåäëîì, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü,
è àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðåäåëüíûé
öèêë ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ïðè I1 < I < I2 ≈ 99. Ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç òî÷êó I2 ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ áèóðêàöèÿ ÀíäðîíîâàÕîïà, è îêóñ
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Â çîíå I2 < I < I3 ≈ 117.4 ñîñóùåñòâóþò óñòîé÷è-
âîå ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êîòîðûõ
ðàçäåëåíû íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I3 â
ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ: óñòîé÷è-
âûé öèêë ñëèâàåòñÿ ñ íåóñòîé÷èâûì, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è èñ÷åçàåò. Â çîíå
I > I3 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.
Íà ðèñ. 2.1.1á èçîáðàæåíà áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (2.1.1)
äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçáóäèìîñòè Êëàññà 2. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé
çîíå I < I¯1 ≈ 88.29 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñèå. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà I ÷åðåç òî÷êó I¯1 ñëåâà íàïðàâî â ñèñòåìå
ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðîé ðîæäàåòñÿ ïàðà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ  óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé. Â çîíå
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èñóíîê 2.1.2  Ôàçîâûå ïîðòðåòû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ
ïàðàìåòðîâ, ìîäåëèðóþùèõ âîçáóäèìîñòü Êëàññà 1 (à, á, â) è Êëàññà 2 (ã, ä):
(à) I = 39.5, (á) I = 115, (â) I = 117, 5, (ã) I = 88, (ä) I = 90; óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñèå (çàêðàøåííûé êðóæîê), íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (íåçàêðàøåííûé
êðóæîê), óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ), íåóñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë (ïóíêòèð), ñåïàðàòðèñà (à) èëè ïñåâäîñåïàðàòðèñà (â, ã)
(øòðèõïóíêòèð), àçîâûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ).
I¯1 < I < I¯2 ≈ 93.86 ñèñòåìà (2.1.1) áèñòàáèëüíà: óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñîñóùå-
ñòâóåò ñ óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ïðè ýòîì áàññåéíû èõ ïðèòÿæåíèÿ
ðàçäåëåíû íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I¯2 ñëå-
âà íàïðàâî ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ áèóðêàöèÿ ÀíäðîíîâàÕîïà: íåóñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë ñëèâàåòñÿ ñ ðàâíîâåñèåì, è ðàâíîâåñèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì. Â çîíå I > I¯2 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë.
Íà ðèñ. 2.1.2 ïîêàçàíû àçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.1.1) â ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ. Íà ðèñ. 2.1.2à ïîêàçàí òèïè÷íûé àçîâûé ïîòðåò ñè-
ñòåìû â çîíå I0 < I < I1 ≈ 39.96 íà ïðèìåðå I = 39.5. Â ñèñòåìå èìåþòñÿ
òðè ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâûé óçåë, íåóñòîé÷èâûé îêóñ è ñåäëî. Òðàåêòîðèÿ,
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âûïóùåííàÿ èç òî÷êè âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó,
íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè îò-
íîñèòåëüíî ñåïàðàòðèñû ñåäëà. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ñëåâà îò ñåïà-
ðàòðèñû, òî òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò áëèçêî ê ðàâíîâåñèþ. Ïîëîæåíèå íà÷àëüíîé
òî÷êè ñïðàâà îò ñåïàðàòðèñû ïðèâîäèò ê òðàåêòîðèè áîëüøîé àìïëèòóäû, ïðî-
õîäÿùåé äàëåêî îò óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñ. 2.1.2á ïðåäñòàâëåí àçîâûé
ïîðòðåò â çîíå áèñòàáèëüíîñòè I1 < I < I2 äëÿ I = 115. Çäåñü äèíàìèêà ñèñòå-
ìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèåì óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà, áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êîòîðûõ ðàçäåëåíû íåóñòîé÷èâûì
ïðåäåëüíûì öèêëîì. åøåíèå ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ëèáî ê ðàâíîâåñèþ, ëèáî ê
öèêëó â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè. Â çîíå ìîíîñòàáèëüíîñòè
I > I2 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå
 îêóñ. Íà ðèñ. 2.1.2â ïîêàçàí àçîâûé ïîðòðåò â ýòîé çîíå äëÿ I = 117.5.
Òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ, íî õàðàêòåð ýòîãî äâèæåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûì è òàêæå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé
òî÷êè. Íà ðèñ. 2.1.2ã èçîáðàæåí àçîâûé ïîðòðåò â çîíå I < I¯1 ≈ 88.29 äëÿ
I = 88. Çäåñü åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíî-
âåñèå, íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðè ñòðåìëåíèè ê ðàâíîâåñèþ òàêæå
çàâèñèò îò âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò íåãî. Íà àçîâîé ïëîñêîñòè
ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðóþ ïîðîãîâóþ êðèâóþ (ïñåâäîñåïàðàòðèñó), ðàçäåëÿ-
þùóþ òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà (òðàåêòîðèè
ìàëîé è áîëüøîé àìïëèòóäû). Íà ðèñ. 2.1.2ä èçîáðàæåí àçîâûé ïîðòðåò â çîíå
áèñòàáèëüíîñòè I¯1 < I < I¯2 ≈ 93.86 äëÿ I = 90: â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ
íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ëèáî ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ, ëèáî ê
óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó. Ïðè ýòîì áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ
ðàçäåëåíû íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì.
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2.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÌîððèñËåêàðà
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäåëü ÌîððèñËåêàðà:
Cx˙ = −gCam∞(x)(x− VCa)− gKy · (x− VK)− gl(x− Vl) + I
+ ε(σ1w˙1 + σ2xw˙2)
y˙ = ϕ
y∞(x)− y
τy(x)
,
(2.2.1)
ãäå w1, w2  íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû ñ ïàðàìåòðàìè
E(wi(t) − wi(s)) = 0, E(wi(t) − wi(s))2 = |t − s| (i = 1, 2), ε  èíòåíñèâíîñòü
øóìà, σ1 ≥ 0 è σ2 ≥ 0  êîýèöèåíòû àääèòèâíîãî è ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
(ïàðàìåòðè÷åñêîãî) øóìà ñîîòâåòñòâåííî.
2.2.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è æåñòêîé áèóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïà â ìîäåëè ñ âîçáóäèìîñòüþ Êëàññà 2
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó
(2.2.1) â ñëó÷àå âîçáóäèìîñòè Êëàññà 2 â çîíå I < I1 ≈ 88.29 âáëèçè æåñòêîé
áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðî-
âàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.
Íà ðèñ. 2.2.1 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà ñèñòåìû (2.2.1) äëÿ I = 88 ïðè àääè-
òèâíîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èíòåíñèâíîñòè øóìà
ε. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè (ε = 0.2) òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ëîêàëèçóþòñÿ â íåêîòîðîé åãî ìàëîé îêðåñòíîñòè (ñì.
ðèñ. 2.2.1à, êðàñíàÿ ëèíèÿ). Ïðè ýòîì íàáëþäàþòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå (ïîäïî-
ðîãîâûå) êîëåáàíèÿ ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà x (ñì. ðèñ. 2.2.1á). Ïðè èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, áîëüøåé íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.5), ñòîõàñòè÷å-
ñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïðîõîäèòü äàëåêî îò óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, îðìèðóÿ
áîëüøåàìïëèòóäíûå (íàäïîãîðîâûå) êîëåáàíèÿ (ñì. ðèñ. 2.2.1a,á, ñèíÿÿ ëèíèÿ).
ßâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé â çîíå
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èñóíîê 2.2.1  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè
I = 88 (àääèòèâíûé øóì, σ1 = 1, σ2 = 0): (à) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè,
ñòàðòóþùèå ñ ðàâíîâåñèÿ, (á) ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t), (â)
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ y-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ (x¯  x-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ), (ã) ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t).
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàèêàìè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (ñì. ðèñ. 2.2.1â,ã).
Íà ðèñ. 2.2.1â èçîáðàæåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (y) y-
êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ (ãäå x¯  x-
êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè ìàëîì
øóìå (ε = 0.2) ãðàèê ïëîòíîñòè èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä óñòîé-
÷èâûì ðàâíîâåñèåì. Ïðè âîçäåéñòâèè øóìà áîëüøåé èíòåíñèâíîñòè (ε = 0.5)
íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå âòîðîãî ïèêà ïëîòíîñòè, ðàñïîëîæåííîãî äàëåêî îò ðàâ-
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èñóíîê 2.2.2  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè
I = 88: y-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé
x = x¯ (x¯  x-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ) ïðè èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ε
(σ1 = 1): àääèòèâíûé øóì, σ2 = 0 (ñèíèé), ïàðàìåòðè÷åñêèé øóì, σ2 = 0.2
(îðàíæåâûé).
íîâåñèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé áîëüøèõ àì-
ïëèòóä.
Â ñòàòèñòè÷åñêîé èçèêå ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ èõ ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå. Ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè (PSD) 
óíêöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ñèãíàëà ïî ÷àñòîòàì.
Íà ðèñ. 2.2.1ã ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè
äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t) ïðè I = 88 è äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ èí-
òåíñèâíîñòè øóìà: ε = 0.2 è ε = 0.5. Ïðè ìàëîì øóìå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ìîùíîñòè èìååò ïèê â íóëå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàëîàìïëèòóäíûì ëóêòóàöèÿì
îêîëî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ñ ÷àñòîòîé ν = 0). Ïðè áîëüøåé èíòåíñèâíîñòè
øóìà íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè ñèãíàëà â çîíå ÷àñòîò ν ≈ 0.01, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîÿâëåíèè êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä è íåíóëåâûõ ÷àñòîò.
Èññëåäóåì åíîìåí ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëåáàíèé áîëüøèõ àì-
ïëèòóä â çîíå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè ñëó÷àé-
íûõ âîçìóùåíèé è ñðàâíèì âëèÿíèå àääèòèâíîãî è ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà.
èñ. 2.2.2 ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿåòñÿ ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé äëÿ I = 88
â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε ïðè âîçäåéñòâèè àääèòèâíîãî (σ1 = 1,
σ2 = 0) è ïàðàìåòðè÷åñêîãî (σ1 = 1, σ2 = 0.2) øóìà. Çäåñü èçîáðàæåíû y-
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èñóíîê 2.2.3  Ìåæñïàéêîâûå èíòåðâàëû äëÿ I = 88 ïðè èçìåíåíèè
èíòåíñèâíîñòè øóìà ε (σ1 = 1): (à) ñðåäíåå, (á) êîýèöèåíò âàðèàöèè; ïðè
àääèòèâíîì øóìå, σ2 = 0 (ñèíèé), ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì øóìå, σ2 = 0.2
(îðàíæåâûé).
êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ (x¯ 
x-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ). Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè êîí-
öåíòðèðóþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (y¯ ≈ 0.12). Ïðè óâåëè÷åíèè èí-
òåíñèâíîñòè øóìà íàðÿäó ñ åñòåñòâåííûì óâåëè÷åíèåì äèñïåðñèè íàáëþäàåòñÿ
ïîÿâëåíèå íîâîé çîíû êîíöåíòðàöèè ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé, ðàñïîëîæåííîé äà-
ëåêî îò ðàâíîâåñèÿ (y > 0.4). Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè
êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä. Çíà÷åíèå ε, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó ïîÿâëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñ y > 0.4, ìîæíî îöåíèòü êàê êðèòè÷åñêîå. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè äîáàâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîé
èíòåíñèâíîñòè. Äëÿ I = 88 èìååì ñëåäóþùèå ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè êðèòè÷å-
ñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà: εadd = 0.4 (àääèòèâíûé øóì, σ1 = 1, σ2 = 0) è
εmul = 0.08 (ïàðàìåòðè÷åñêèé øóì, σ1 = 1, σ2 = 0.2).
èñ. 2.2.2 ïîêàçûâàåò ïðîñòðàíñòâåííûå èçìåíåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíà-
ìèêè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Óäîáíîé è øèðîêî èñïîëüçóåìîé â
íåéðîäèíàìèêå âðåìåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë
(ISI) τ . Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåæñïàéêîâûõ èíòåð-
âàëîâ µ = 〈τ〉 è êîýèöèåíò âàðèàöèè CV , îïðåäåëÿþùèéñÿ êàê îòíîøåíèå
ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ISI ê ñðåäíåìó ISI: CV =
√
〈(τ−µ)2〉
µ
.
Íà ðèñ. 2.2.3 ïîêàçàíû ãðàèêè µ(ε) è CV (ε) ïðè I = 88 äëÿ àääèòèâíîãî
(σ1 = 1, σ2 = 0) è ïàðàìåòðè÷åñêîãî (σ1 = 1, σ2 = 0.2) øóìà. Äëÿ ñòîõàñòè-
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èñóíîê 2.2.4  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ïðè àääèòèâíîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0; ñïëîøíàÿ) è ïàðàìåòðè÷åñêîì
øóìå (σ1 = 1, σ2 = 1; ïóíêòèð).
÷åñêè âîçìóùåííî ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà, êîãäà ñïàéêè
ãåíåðèðóþòñÿ î÷åíü ðåäêî, ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë áëèçîê ê áåñêî-
íå÷íîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè ñðåäíèé ISI ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î íà÷àëå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ñïàéêîâ. Ïðè ýòîì êîý-
èöèåíò âàðèàöèè CV áëèçîê ê íóëþ ïðè ìàëûõ øóìàõ è ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè
äîñòèæåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
âîçíèêíîâåíèè àíòèêîãåðåíòíîãî ðåçîíàíñà â ñèñòåìå. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè-
÷åíèè ε âàðèàöèÿ ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ óìåíüøàåòñÿ, ò.å., êîãåðåíòíîñòü
ñèñòåìû óâåëè÷èâàåòñÿ.
ðàèêè µ(ε) è CV (ε) òàêæå ïîçâîëÿþò îöåíèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîãëàñóþòñÿ ñ íàéäåííûìè
ñ ïîìîùüþ ðèñ. 2.2.2. Èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ òàê-
æå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
øóìà ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòè, ÷åì äëÿ àääèòèâíîãî.
Äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëåáàíèé áîëüøèõ àì-
ïëèòóä ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÔÑ×).
ðàèê íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.2.1) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà I èçîá-
ðàæåí íà ðèñ. 2.2.4 (êðàñíàÿ ëèíèÿ). Çàìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå áèóðêàöèè ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ I2. Òàêæå ðèñ. 2.2.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè
ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ âûøå,
÷åì ïðè âîçäåéñòâèè àääèòèâíîãî øóìà âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàìåòðè-
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èñóíîê 2.2.5  Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû (ñïëîøíàÿ, ïóíêòèð) äëÿ I = 88 ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ øóìà ε è σ2; óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå
(êðóæîê), ïñåâäîñåïàðàòðèñà (øòðèõïóíêòèð); σ1 = 1, äîâåðèòåëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü P = 0.99.
÷åñêîé çîíå. Ýòî îáúÿñíÿåò òîò àêò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé
áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì øóìå íàáëþäàåòñÿ ïðè ìåíüøèõ èí-
òåíñèâíîñòÿõ, ÷åì ïðè àääèòèâíîì.
Ïîÿâëåíèå êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû ìîæíî îáúÿñíèòü îñîáåííîñòÿ-
ìè àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â çîíå I < I1. Â ýòîé çîíå
âáëèçè òî÷êè áèóðêàöèè I1 ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âîçáóäèìîé: íåáîëüøèå îòêëî-
íåíèÿ îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê òðàåêòîðèÿì áîëüøîé àìïëèòó-
äû, ñîîòâåòñòâóþùèì ñïàéêàì. Òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ âáëèçè óñòîé÷èâî-
ãî ðàâíîâåñèÿ, ñòðåìÿòñÿ ê íåìó, íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò
íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ è ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïñåâäîñå-
ïàðàòðèñû (ñì. ðèñ. 2.1.2ã). Ïñåâäîñåïàðàòðèñà ðàçäåëÿåò íà àçîâîé ïëîñêî-
ñòè òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì òèïàì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Åñëè íà÷àëüíàÿ
òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîäïîðîãîâîé çîíå, òî òðàåêòîðèÿ ìîíîòîííî ïðèáëèæàåòñÿ
ê ðàâíîâåñèþ, áåç ñïàéêîâ. Âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè èç íàäïîðîãîâîé çîíû ïðè-
âîäèò ê òðàåêòîðèè áîëüøîé àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùåé ãåíåðàöèè ñïàéêà.
àññìîòðèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïñåâäîñåïàðàòðèñû è äîâåðèòåëüíûõ
ýëëèïñîâ äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.2.1) ïðè ðàçëè÷íûõ øóìàõ. Íà ðèñ. 2.2.5
èçîáðàæåíû ðàâíîâåñèå, ïñåâäîñåïàðàòðèñà è äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ I =
88 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ øóìà ε è σ2 ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòüþ P = 0.99. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà äîâåðèòåëüíûé
ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâ-
íîñòè ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â íàäïîðîãîâóþ
çîíó, â êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ ñïàéêè. Çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòî-
ðîé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ïñåâäîñåïàðàòðèñû ìîæíî îöåíèòü êàê êðèòè÷åñêîå. Äëÿ
àääèòèâíîãî øóìà (σ1 = 1, σ2 = 0) ïîëó÷àåì εadd = 0.4, à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî (σ1 = 1, σ2 = 0.2) èìååì εmul = 0.08. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ îöåíêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
2.2.2. Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó
ðàâíîâåñèåì è ïðåäåëüíûì öèêëîì â çîíå áèñòàáèëüíîñòè
àññìîòðèì âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó (2.2.1) â çîíå
I1 < I < I2 ≈ 93.86, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ñîñóùåñòâîâàíèåì äâóõ àòòðàêòîðîâ:
ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 90. Íà ðèñ. 2.2.6 ïîêàçàíû ñòîõàñòè÷åñêèå òðà-
åêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû
x(t) ñèñòåìû ïðè âîçäåéñòâèè àääèòèâíîãî øóìà (σ1 = 1, σ2 = 0) ñ ðàçëè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè èíòåíñèâíîñòè ε. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè (ε = 0.08)
ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ëîêàëèçóþòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè äåòåðìèíèðîâàííî-
ãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Åñëè èíòåíñèâíîñòü øóìà áîëüøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ (ε = 0.25), òî ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè èç áàññåéíà ïðè-
òÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñì.
ðèñ. 2.2.6à,á). Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ åíîìåí èíäóöèðîâàííîãî øóìîì
ïåðåõîäà îò ïðåäåëüíîãî öèêëà ê ðàâíîâåñèþ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èí-
òåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.4) ïðîèñõîäÿò âçàèìíûå ïåðåõîäû ìåæäó öèêëîì è
ðàâíîâåñèåì, ïðèâîäÿùèå ê ãåíåðàöèè êîëåáàíèé ñìåøàííûõ ìîä (ò.å. ÷åðåäî-
âàíèÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ ëóêòóàöèé îêîëî ðàâíîâåñèÿ ñ áîëüøåàìïëèòóäíûìè
êîëåáàíèÿìè â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà, ñì. ðèñ. 2.2.6â).
Ïîäîáíûå ýåêòû íàáëþäàþòñÿ è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà I â
çîíå I1 < I < I2. Íà ðèñ. 2.2.7 ïîêàçàíû ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñòàð-
òóþùèå ñ ðàâíîâåñèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) ñèñòåìû äëÿ
I = 92 ïðè àääèòèâíîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
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èñóíîê 2.2.6  Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ïðè I = 90 (àääèòèâíûé
øóì, σ1 = 1, σ2 = 0): (à) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ïðåäåëüíîãî
öèêëà; (á) ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ ǫ = 0.08 (êðàñíûé),
ǫ = 0.25 (ñèíèé), ε = 0.4 (çåëåíûé).
èíòåíñèâíîñòè ε. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.1) ñëó÷àé-
íûå òðàåêòîðèè êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
âîçäåéñòâèè øóìà ñ èíòåíñèâíîñòüþ áîëüøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ
(ε = 0.2) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 2.2.7à,á).
Íàáëþäàåòñÿ èíäóöèðîâàííûé øóìîì ïåðåõîä îò ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó
öèêëó. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.6) ïðîèñõîäÿò
âçàèìíûå ïåðåõîäû ìåæäó öèêëîì è ðàâíîâåñèåì, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé ñìåøàííûõ ìîä (ñì. ðèñ. 2.2.7â).
ßâëåíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ìåæäó àòòðàêòîðàìè ñèñòå-
ìû (2.2.1) ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàèêàìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
òðàåêòîðèé è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (ñì. ðèñ. 2.2.8).
Íà ðèñ. 2.2.8 (ââåðõó) èçîáðàæåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
P (y) y-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯
(ãäå x¯  x-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà
äëÿ I = 90 è I = 92.
Äëÿ I = 90 ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.08) äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ
ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, ãðàèê ïëîòíîñòè èìååò äâà ïèêà, ðàñïîëîæåííûõ íàä
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èñóíîê 2.2.7  Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ïðè I = 92 (àääèòèâíûé
øóì, σ1 = 1, σ2 = 0): (à) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ðàâíîâåñèÿ; (á)
ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ ǫ = 0.1 (êðàñíûé), ǫ = 0.2 (ñèíèé),
ε = 0.6 (çåëåíûé).
òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ñ ïðÿìîé x = x¯ (ñì. ðèñ. 2.2.8a). Ïðè
âîçäåéñòâèè øóìà áîëüøåé èíòåíñèâíîñòè (ε = 0.25) íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå
òðåòüåãî ïèêà ïëîòíîñòè, ðàñïîëîæåííîãî íàä ðàâíîâåñèåì, ÷òî ïîäòâåðæäà-
åò âîçíèêíîâåíèå èíäóöèðîâàííîãî øóìîì ïåðåõîäà îò öèêëà ê ðàâíîâåñèþ.
Ïðè ýòîì ïëîùàäü ïîä ãðàèêîì P (y) â çîíå ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè òàêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ðàâíîâåñèå íà-
÷èíàåò äîìèíèðîâàòü â ñèñòåìå. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.4)
ïëîùàäü ïîä ãðàèêîì â çîíå ïðåäåëüíîãî öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåò íàëè÷èå îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ îò ðàâíîâåñèÿ ê öèêëó.
Äëÿ I = 92 ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.1) äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ
ðàâíîâåñèÿ, ãðàèê ïëîòíîñòè èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä ðàâíîâåñè-
åì. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.2) ïîÿâëÿþòñÿ äâà äðóãèõ ïèêà ïëîòíîñòè,
ðàñïîëîæåííûõ íàä ïðåäåëüíûì öèêëîì, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âîçíèêíîâåíèå èí-
äóöèðîâàííîãî øóìîì ïåðåõîäà îò ðàâíîâåñèÿ ê öèêëó.
ðàèêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè (ðèñ. 2.2.8, âíèçó) òàêæå ñâè-
äåòåëüñòâóþò î âîçíèêíîâåíèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ. Äëÿ I = 90
(ñì. ðèñ. 2.2.8à) ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.08) äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ
ïðåäåëüíîãî öèêëà, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò ïèê íàä ÷àñòîòîé êîëåáà-
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èñóíîê 2.2.8  (Ââåðõó) Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ y-êîîðäèíàò òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ (x¯  x-êîîðäèíàòà
ðàâíîâåñèÿ); (âíèçó) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà x(t); (à) I = 90 (òðàåêòîðèè ñòàðòóþò ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà), (á)
I = 92 (òðàåêòîðèè ñòàðòóþò ñ ðàâíîâåñèÿ); àääèòèâíûé øóì, σ1 = 1, σ2 = 0.
íèé, ñîîòâåòñòâóþùåé äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó (ν ≈ 0.01). Ïðè
óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.25) íàáëþäàåòñÿ óìåíüøåíèå ìîùíî-
ñòè ñèãíàëà â äàííîé çîíå ÷àñòîò è óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè íàä íóëåâîé ÷àñòîòîé,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïîðîãîâûì êîëåáàíèÿì îêîëî ðàâíîâåñèÿ.
Äëÿ I = 92 (ñì. ðèñ. 2.2.8á) ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.1) äëÿ òðàåêòî-
ðèé, ñòàðòóþùèõ ñ ðàâíîâåñèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò ïèê íàä íóëåâîé
÷àñòîòîé. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.2) ïîÿâëÿåòñÿ ïèê ïëîò-
íîñòè íàä ÷àñòîòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó
(ν ≈ 0.01).
Èçìåíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì øóìà â çîíå áèñòàáèëü-
íîñòè I1 < I < I2 ïîäòâåðæäàþòñÿ ñòàòèñòèêàìè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ.
Íà ðèñ. 2.2.9 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ(ε) è êîýèöèåíòà
âàðèàöèè CV (ε) ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ ðàâ-
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èñóíîê 2.2.9  Ìåæñïàéêîâûå èíòåðâàëû ïðè èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà
ε (σ1 = 1): (ââåðõó) ñðåäíåå, (âíèçó) êîýèöèåíò âàðèàöèè; ïðè (à) I = 90,
(á) I = 92; äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ ðàâíîâåñèÿ (ñïëîøíàÿ) è
ïðåäåëüíîãî öèêëà (ïóíêòèð).
íîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè I = 90 è I = 92.
Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ðàâíîâåñèÿ, ïðè ìàëûõ
èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë áëèçîê ê áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI ðåçêî óìåíüøàåòñÿ,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íà÷àëå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ñïàéêîâ èç-çà èíäó-
öèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè µ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïåðèîäó äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Äëÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïðè ìà-
ëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ñðåäíèé çíà÷åíèå ISI áëèçêî ê ïåðèîäó äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI èç-
ìåíÿåòñÿ. Ïðè I = 90, óíêöèÿ µ(ε) âîçðàñòàåò èç-çà èíäóöèðîâàííûõ øóìîì
ïåðåõîäîâ îò ïðåäåëüíîãî öèêëà ê ðàâíîâåñèþ. Ïðè I = 92 ñðåäíåå çíà÷åíèå µ
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èñóíîê 2.2.10  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ: (à)
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I è àääèòèâíîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0), (á)
ïðè I = 90 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýèöèåíòà ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà σ2.
îñòàåòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííûì: îñöèëëÿöèîííàÿ àêòèâíîñòü äîìèíèðóåò â ñèñòåìå,
à èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ê ðàâíîâåñèþ ïðîèñõîäÿò ðåäêî.
Êîýèöèåíò âàðèàöèè CV áëèçîê ê íóëþ ïðè ìàëûõ øóìàõ è ðåçêî
óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ò.å,
â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò àíòèêîãåðåíòíûé ðåçîíàíñ). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷å-
íèè ε êîãåðåíòíîñòü ñèñòåìû âîçðàñòàåò (âàðèàöèÿ ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ
óìåíüøàåòñÿ).
Òàêèì îáðàçîì, ðèñ. 2.2.9 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè I = 90 èíäóöèðîâàííûå
øóìîì ïåðåõîäû îò ïðåäåëüíîãî öèêëà ê ðàâíîâåñèþ ïðîèñõîäÿò ïðè ìåíüøèõ
èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà, ÷åì îáðàòíûå ïåðåõîäû. Ïðè I = 92, íàîáîðîò, ïåðåõîäû
îò ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó ïðîèñõîäÿò ïðè ìåíüøèõ èíòåíñèâíîñòÿõ
øóìà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîáàâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà óìåíüøàåò ïî-
ðîãîâóþ èíòåíñèâíîñòü, ïðè êîòîðîé íà÷èíàþòñÿ èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïå-
ðåõîäû. èñ. 2.2.9 ïîçâîëÿåò ýìïèðè÷åñêè îöåíèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè øóìà.
Äëÿ àíàëèçà ÿâëåíèÿ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ â çîíå I1 < I <
I2 ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Íà ðèñ. 2.2.10
èçîáðàæåíû ãðàèêè óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè m(t) ïðåäåëü-
íîãî öèêëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I è àääèòèâíîì øóìå (σ1 =
1, σ2 = 0), è ïðè I = 90 ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîýèöèåíòà ïàðàìåò-
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ðè÷åñêîãî øóìà σ2. Äàííûå ãðàèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü öèêëà âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êå áèóðêàöèè
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè öèêëà I1 ≈ 88.29 (ñì. ðèñ. 2.2.10à), à òàêæå ïðè óâåëè÷å-
íèè êîýèöèåíòà ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà σ2 (ñì. ðèñ. 2.2.10á). Çàìåòèì, ÷òî
óíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè m(t) ïîêàçûâàåò íåðàâíîìåðíîñòü
ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé âäîëü öèêëà, ìàêñèìóìû m(t) ñîîòâåòñòâóþò
çîíàì íàèáîëüøåé äèñïåðñèè.
Ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü öèêëà â öåëîì â çàâèñèìîñòè îò ïà-
ðàìåòðà I ïîêàçûâàåò ãðàèê êîýèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
M(I) (ñì. ðèñ. 2.2.4, ñèíÿÿ ëèíèÿ). Çàìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü öèêëà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êå
áèóðêàöèè I1, à äîáàâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëà âî âñåé çîíå I > I1 (êàê è áûëî îáíàðóæåíî ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ðèñ. 2.2.10 äëÿ èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé I).
Íà ðèñ. 2.2.11 èçîáðàæåíû äåòåðìèíèðîâàííûå àòòðàêòîðû, ñåïàðàòðè-
ñà (íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë) è äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè äëÿ I = 90 è
I = 92 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ øóìà ε è σ2 ñ äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ P = 0.99. Ïðè ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ
öåëèêîì íàõîäèòñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà
 â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè,
íà÷èíàþùèåñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàññåéíàõ, íå âûõîäÿò çà èõ ãðàíèöû, ò.å.
èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ íå ïðîèñõîäèò. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè ðàñøèðÿþòñÿ è êàêàÿ-ëèáî èç íèõ ïåðåñå-
êàåò ñåïàðàòðèñó è íà÷èíàåò çàíèìàòü îáëàñòü â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ äðóãîãî
àòòðàêòîðà, ò.å., ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäóò ïðîèñõîäèòü èíäóöèðîâàííûå
øóìîì ïåðåõîäû. Íàïðèìåð, äëÿ I = 90 ïðè àääèòèâíîì øóìå (σ2 = 0) è
ε = 0.25 (ñì. ðèñ. 2.2.11á) äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ öåëèêîì ëåæèò â áàññåéíå
ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà äëÿ öèêëà ïåðåñåêàåò ñåïàðà-
òðèñó, ïîýòîìó ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç áàññåéíà
ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîãóò ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó è ïîïàñòü â áàñ-
ñåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ I = 92 ïðè àääèòèâíîì øóìå (σ2 = 0) è
ε = 0.2 (ñì. ðèñ. 2.2.11ä) äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà öåëèêîì ëåæèò â áàññåéíå ïðè-
òÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà, à äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó,
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èñóíîê 2.2.11  Äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ) äëÿ I = 90 (à, á,
â) è I = 92 (ã, ä, å) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ øóìà ε è σ2;
óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (êðóæîê), óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ
ñïëîøíàÿ), íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (ïóíêòèð); σ1 = 1, äîâåðèòåëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü P = 0.99.
ïîýòîìó ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç áàññåéíà ïðèòÿ-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîãóò ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà äðóãàÿ
äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü (äëÿ I = 92 ïðè σ2 = 0 è ε = 0.4 ýòî äîâåðèòåëüíûé
ýëëèïñ, à äëÿ I = 90 ïðè σ2 = 0 è ε = 0.6  äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà) òàêæå ïåðå-
ñåêàåò ñåïàðàòðèñó (ñì. ðèñ. 2.2.11â,å), ïîýòîìó ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáðàòíûå ïåðåõîäû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî øóìà íà-
áëþäàåòñÿ òîò æå ñöåíàðèé, òîëüêî ïðè ìåíüøèõ èíòåíñèâíîñòÿõ.
Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêèå èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû. Îáî-
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çíà÷èì çà ε∗1 (ε
∗
2) êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ íà÷àëà ïåðåõî-
äîâ îò ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó (ñîîòâåòñòâåííî, îò ïðåäåëüíîãî öèêëà
ê ðàâíîâåñèþ). Ïðè àääèòèâíîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0) äëÿ I = 90 ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå îöåíêè: ε∗1 = 0.3, ε
∗
2 = 0.2, à äëÿ I = 92: ε
∗
1 = 0.15, ε
∗
2 = 0.5. Ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì øóìå (σ1 = 1, σ2 = 0.2) äëÿ I = 90 ïîëó÷èì: ε
∗
1 = 0.05,
ε∗2 = 0.03, à äëÿ I = 92: ε
∗
1 = 0.03, ε
∗
2 = 0.1. Ïîëó÷åííûå îöåíêè õîðîøî ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ñì. ðèñ. 2.2.8).
2.2.3. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé
Èññëåäóåì âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó â ñëó÷àå âîç-
áóäèìîñòè Êëàññà 1 â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå I0 < I < I1 ≈ 39.96 âáëèçè ñåäëî-
óçëîâîé áèóðêàöèè íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé. àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 39.5.
Íà ðèñ. 2.2.12 ïðåäñòàâëåíû ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ óñòîé-
÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ äâóõ çíà÷å-
íèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2.2.1) ïîêèäàþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå
îðìèðóþò ñòîõàñòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè
øóìà (ε = 0.1) ñîñòîÿíèÿ ýòîãî àòòðàêòîðà ñêîíöåíòðèðîâàíû îêîëî ðàâíîâå-
ñèÿ (ñì. ðèñ. 2.2.12a). Åñëè èíòåíñèâíîñòü øóìà âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâî-
ãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.4), ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó
ñåäëà, è ïåðåä òåì, êàê ïðèáëèçèòüñÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ, ìîãóò óéòè
äîñòàòî÷íî äàëåêî îò íåãî (ñì. ðèñ. 2.2.12b). Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ãåíåðàöèÿ
ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Íà ãðàèêå x(t) îò÷åòëèâî çàìåòíî ÷åðåäîâàíèå
ïîäïîðîãîâûõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ è ñïàéêîâ.
àññìîòðèì, êàê øóì ìåíÿåò ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I â çîíå I0 < I < I1. Íà ðèñ. 2.2.13 äëÿ òðåõ çíà-
÷åíèé I ïîêàçàíû äåòàëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè
îò èíòåíñèâíîñòè øóìà: y-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòî-
ðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ (ãäå x¯  x-êîîðäèíàòà òî÷êè ðàâíîâåñèÿ). Çàìåòèì, ÷òî
ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ îêî-
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èñóíîê 2.2.12  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé ïðè
I = 39.5: (à) ε = 0.1, (á) ε = 0.4.
ëî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà, ïîÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ áîëüøèìè y-
êîîðäèíàòàìè, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î íàëè÷èè òðàåêòîðèé áîëüøèõ àìïëèòóä.
Ïðè ýòîì, ÷åì áëèæå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà I ê òî÷êå áèóðêàöèè I1, òåì ìåíü-
øå êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä.
Ýåêò ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ïîäòâåð-
æäàåòñÿ èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ. 2.2.14à èçîá-
ðàæåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(y) y-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè
øóìà. Ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.1) ãðàèê ïëîòíîñòè èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëî-
æåííûé íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì. Ïðè âîçäåéñòâèè øóìà, èíòåíñèâíîñòü
êîòîðîãî âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå âòî-
ðîãî ïèêà ïëîòíîñòè, ïëîùàäü ïîä êîòîðûì óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ε.
Ñ ïîìîùüþ ãðàèêîâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(y) ìîæíî ýìïèðè÷åñêè
îöåíèòü çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Íà ðèñ. 2.2.14á äëÿ ðàç-
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èñóíîê 2.2.13  y-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ
ïðÿìîé x = x¯ ïðè (à) I = 39.0, (á) I = 39.5, (â) I = 39.9.
ëè÷íûõ çíà÷åíèé I ïîêàçàíû ãðàèêè âåðîÿòíîñòè P (ε) ïîÿâëåíèÿ êîëåáàíèé
áîëüøèõ àìïëèòóä, ò.å. ïëîùàäè ïîä ãðàèêîì p(y) äëÿ y > 0.1 â çàâèñèìî-
ñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε. Îöåíèì êðèòè÷åñêóþ èíòåíñèâíîñòü øóìà ε∗ êàê
çíà÷åíèå ε, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíîñòü P ñòàíîâèòñÿ áîëüøå íåêîòîðîé ïîðîãîâîé
âåëè÷èíû P (ε) > 0.01.
Èçìåíåíèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå òðàäèöèîííî èçìåðÿþòñÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI) τ , òàêèìè êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå µ = 〈τ〉 è êîýèöèåíò âàðèàöèè CV , îïðåäåëÿþùèéñÿ êàê
îòíîøåíèå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ISI ê ñðåäíåìó ISI: CV =
√
〈(τ−µ)2〉
µ
.
Íà ðèñ. 2.2.15 ïîêàçàíû ãðàèêè µ(ε) è CV (ε) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà I. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííî ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëîì øóìå, êî-
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èñóíîê 2.2.14  Âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ïðè I = 39.5: (à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ y-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯; (á) âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êîëåáàíèé
áîëüøèõ àìïëèòóä.
ãäà ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ î÷åíü ðåäêî, ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë áëèçîê
ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà ñðåäíèé ISI ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î íà÷àëå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ñïàéêîâ. Ïðè ýòîì êîý-
èöèåíò âàðèàöèè CV áëèçîê ê íóëþ ïðè ìàëûõ øóìàõ è ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè
äîñòèæåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.
ðàèêè µ(ε) è CV (ε) òàêæå ïîçâîëÿþò îöåíèòü ïîðîãîâóþ èíòåíñèâíîñòü
øóìà, ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ íàéäåííûìè ñ ïîìîùüþ
ãðàèêîâ P (ε). Äëÿ I = 39.3 ïîëó÷èì ε∗emp = 0.3, äëÿ I = 39.5 èìååì ε
∗
emp =
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èñóíîê 2.2.15  Ìåæñïàéêîâûå èíòåðâàëû: (à) ñðåäíåå, (á) êîýèöèåíò
âàðèàöèè.
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èñóíîê 2.2.16  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ.
0.25 è äëÿ I = 39.7  ε∗emp = 0.16.
Äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êî-
ëåáàíèé çîíå I0 < I < I1 ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèé
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÔÑ×). Íà ðèñ. 2.2.16 ïîêàçàíû ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ â çîíå
I0 < I < I1. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå áèóðêàöèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèÿ I1. Îòìåòèì òàêæå çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè I. Ýòî ñâîéñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (2.2.1)
ðàñïðåäåëåíû âîêðóã ðàâíîâåñèÿ íåðàâíîìåðíî.
Ïîÿâëåíèå ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé ìîæíî îáúÿñíèòü îñîáåííîñòÿìè
àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â çîíå I0 < I < I1. Òðàåêòîðèè,
−36 −34 −32 −30 −28
0.004
0.006
0.008
0.01
 
 
ε = 0.2
ε = 0.3
x
y
èñóíîê 2.2.17  Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ I = 39.5, P = 0.99.
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èñóíîê 2.2.18  Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñåïàðàòðèñû ñåäëà è äîâåðèòåëüíûõ
ýëëèïñîâ äëÿ ε = 0.3, P = 0.99 ïðè (à) I = 39.0 (á) I = 39.5.
íà÷èíàþùèåñÿ âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ñòðåìÿòñÿ ê íåìó, íî õàðàêòåð
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ è ïîëîæåíèÿ íà÷àëü-
íîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñåïàðàòðèñû ñåäëà (ñì. ðèñ. 2.1.2à). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè îòêëîíåíèå îòíîñèòåëüíî ìàëî, è íà÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ñëåâà îò ñå-
ïàðàòðèñû, òðàåêòîðèè ïðîõîäÿò áëèçêî ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ. Åñëè íà-
÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ çà ñåïàðàòðèñîé ñïðàâà, òî ïåðåõîäíûé ïðîöåññ èìååò
òðàåêòîðèþ áîëüøîé àìïëèòóäû.
Íà ðèñ. 2.2.17 ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ïðè I = 39.5 äëÿ äâóõ
çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà è äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P = 0.99. Ïðè
ε = 0.2 äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.3) ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â
îáëàñòü ñïðàâà îò ñåïàðàòðèñû, â êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ òðàåêòîðèè áîëüøîé
àìïëèòóäû.
Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ïîçâîëÿþò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé
áîëüøèõ àìïëèòóä. Ýòî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ
ñåïàðàòðèñû. Äëÿ I = 39.3 ïîëó÷èì ε∗ssf = 0.4, äëÿ I = 39.5 èìååì ε
∗
ssf = 0.3
è äëÿ I = 39.7  ε∗ssf = 0.2. Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ
ýëëèïñîâ àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýìïèðè÷å-
ñêèìè.
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èñóíîê 2.2.19  Îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà: àíàëèòè÷åñêèå
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ýìïèðè÷åñêèå (çâåçäî÷êè).
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä çàâèñèò êàê îò
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ, òàê è îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ñåäëà. Íà ðèñ. 2.2.18 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèé ñèñòåìû è äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ èêñèðîâàííîé èíòåíñèâíîñòè øóìà
ε = 0.3 ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I = 39.0 è I = 39.5. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
I = 39.5 ðàññòîÿíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì è ñåäëîì ìåíüøå, ÷åì ïðè
I = 39.0, è äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ïðè I = 39.5 áîëüøå, ÷åì ïðè I = 39.0, è ïå-
ðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó, òîãäà êàê ïðè I = 39.0  íå ïåðåñåêàåò. Ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êå áèóðêàöèè I1 ïîÿâëåíèå
êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ èí-
òåíñèâíîñòÿõ øóìà, ïîñêîëüêó îäíîâðåìåííî ñ óâåëè÷åíèåì ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ñîêðàùàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì è ñåäëîì. Ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàèêîì çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà îò ïàðàìåòðà I, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 2.2.19. Îí ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êå áèóðêàöèè I1 çíà÷åíèÿ ε
∗
ðåçêî
óìåíüøàþòñÿ.
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2.2.4. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è æåñòêîé áèóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïà â ìîäåëè ñ âîçáóäèìîñòüþ Êëàññà 1
Èçó÷èì âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó (2.2.1) â çîíå I >
I3 äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçáóäèìîñòè Êëàññà 1, âáëèçè ñåäëî-
óçëîâîé áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-
Õîïà. Ïî òèïó áèóðêàöèé, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó äåòåðìèíèðîâàííîé ñè-
ñòåìû, ýòîò ñëó÷àé ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé ðàíåå â ðàçäåëå 2.2.1, îäíàêî ìû
ïîêàæåì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû â ýòîì âàðèàíòå îòëè÷àþòñÿ îò èçó÷åí-
íûõ ðàíåå è îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî áèóðêàöèÿìè äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòå-
ìû, íî è äðóãèìè âàæíûìè îñîáåííîñòÿìè ìîäåëè.
àññìîòðèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà I = 117.5. Íà ðèñ. 2.2.20 ïîêàçàíû ñëó-
÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå
âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè îòíîñèòåëü-
íî ìàëîì øóìå (ε = 0.5) íàáëþäàþòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå ïîäïîðîãîâûå êîëå-
áàíèÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 2.2.20à). Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
øóìà (ε = 1.0) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò ïðîõîäèòü äîñòàòî÷íî äàëåêî îò
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èñóíîê 2.2.20  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ (à), è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) (á) äëÿ I = 117.5 ïðè
ε = 0.5 (ñèíèé) è ε = 1.0 (êðàñíûé).
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èñóíîê 2.2.21  Ìåæñïàéêîâûå èíòåðâàëû äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ: (à) ñðåäíåå, (á) êîýèöèåíò âàðèàöèè.
ðàâíîâåñèÿ, è íàðÿäó ñ êîëåáàíèÿìè ìàëîé àìïëèòóäû ïîÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ
áîëüøîé àìïëèòóäû (ðèñ. 2.2.20á). Òàêèì îáðàçîì, â çîíå I > I¯2 ïðè âîçäåé-
ñòâèè ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñèñòåìà (2.2.1) òàêæå äåìîíñòðèðóåò ìóëü-
òèìîäàëüíûå êîëåáàíèÿ.
Èçìåíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåìû (2.2.1) ïîäòâåðæäàþòñÿ ñòàòèñòèêàìè
ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI). Íà ðèñ. 2.2.21 ïîêàçàíû ãðàèêè ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ µ(ε) è êîýèöèåíòà âàðèàöèè CV (ε) ISI äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé I â çîíå
I > I3. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èí-
òåíñèâíîñòè øóìà ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ î÷åíü ðåäêî, ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå
ISI áëèçêî ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà µ(ε) ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî
óêàçûâàåò íà íà÷àëî ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ñïàéêîâ.
ðàèêè êîýèöèåíòà âàðèàöèè CV (ε) (ñì. ðèñ. 2.2.21á) äåìîíñòðèðó-
þò óâåëè÷åíèå âàðèàöèè ISI ïðè âîçðàñòàþùåé èíòåíñèâíîñòè øóìà (àíòèêîãå-
ðåíòíîñòü). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé âàðèàöèÿ
ISI óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðîñòó êîãåðåíòíîñòè ñèñòåìû.
ðàèêè óíêöèé µ(ε) è CV (ε) ïîçâîëÿþò ýìïèðè÷åñêè îöåíèòü ïîðîãî-
âûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè
êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû. Äëÿ I = 117.5 ïîëó÷àåì ε∗ = 0.75, äëÿ I = 120
 ε∗ = 0.9, à äëÿ I = 123  ε∗ = 1.0.
Ôåíîìåí ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé â çîíå
I > I3 ñâÿçàí ñ îñîáåííîñòÿìè äåòåðìèíèðîâàííîãî àçîâîãî ïîðòðåòà. Äåòåð-
ìèíèðîâàííûå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ-îêóñó, íî ýòî
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èñóíîê 2.2.22  Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (ñïëîøíàÿ) äëÿ I = 117.5,
P = 0.999; óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (êðóæîê), ïñåâäîñåïàðàòðèñà
(øòðèõïóíêòèð).
äâèæåíèå èìååò íåðàâíîìåðíûé õàðàêòåð (ñì. ðèñ. 2.1.2â). Â àçîâîé ïëîñêîñòè
ìîæíî íàáëþäàòü çîíó êîíöåíòðàöèè òðàåêòîðèé, ðàñïîëîæåííóþ äîñòàòî÷íî
äàëåêî îò ðàâíîâåñèÿ. Ìîæíî îáîçíà÷èòü ïîëîæåíèå ýòîé çîíû ñïåöèàëüíîé
êðèâîé, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîñåïàðàòðèñîé. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïî-
ïàäàåò â çîíó âíå ïñåâäîñåïàðàòðèñû, îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñèþ ïîñëå
äîëãîé ¾ýêñêóðñèè¿, äåëàÿ íåñêîëüêî âèòêîâ áîëüøîé àìïëèòóäû äàëåêî îò
ðàâíîâåñèÿ. Ýòî îñîáåííîñòü (õàðàêòåð ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â äåòåðìèíèðî-
âàííîé ñèñòåìå è òèï ïñåâäîñåïàðàòðèñû) îòëè÷àåò äàííûé ñëó÷àé îò ðàññìîò-
ðåííîãî ðàíåå â ðàçäåëå 2.2.1 è ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè
âîçäåéñòâèè øóìà.
Ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê àíàëèçó
ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 2.2.22 ïîêàçà-
íî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïñåâäîñåïàðàòðèñû è äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ äëÿ
äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà ïðè I = 117.5 ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ P = 0.999. Äëÿ çíà÷åíèÿ ε = 0.5 äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ïîëíîñòüþ ëåæèò
âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïñåâäîñåïàðàòðèñîé. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà äîâå-
ðèòåëüíûé ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ, è äëÿ ε = 0.8 îí ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó
è âûõîäèò â çîíó âíå ïñåâäîñåïàðàòðèñû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ áîëüøîé âåðîÿò-
íîñòüþ ìîãóò âîçíèêíóòü êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû.
55
Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè îöåíèòü êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíå-
ðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ I = 117.5 ïîëó÷àåì îöåíêó ε∗ = 0.7,
äëÿ I = 120  ε∗ = 0.8, à äëÿ I = 123  ε∗ = 0.9. Ýòè îöåíêè õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
2.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àëèñü ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû â ìîäåëè Ìîððèñ-
Ëåêàðà. Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìàòðèâàëàñü äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà äâóìåð-
íîé ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ
çîí ìîíî- è áèñòàáèëüíîñòè è íåñêîëüêèõ òèïîâ áèóðêàöèé ïåðåõîäîâ îò óñòîé-
÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó: æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-
Õîïà, ñåäëî-óçëîâîé íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé, ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ. Â ðàçäåëå 2.2.1 èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìó-
ùåíèé íà ìîäåëü â çîíå ïàðàìåòðîâ, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì èñõîäíîé
äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, è áûëî ïîêàçàíî
÷òî â ýòîé çîíå âáëèçè æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà è ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðîèñõîäèò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòè-
ìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Â ðàçäåëå 2.2.2 ìîäåëü èçó÷àëàñü â ïàðàìåòðè÷åñêîé
çîíå áèñòàáèëüíîñòè, ãäå â äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò óñòîé-
÷èâîå ðàâíîâåñèå è ïðåäåëüíûé öèêë, è áûëè îáíàðóæåíû è èññëåäîâàíû èí-
äóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè. Òàêæå äëÿ ýòîé ìîäåëè
áûëî îáíàðóæåíî (ðàçäåë 2.2.3), ÷òî â äðóãîé çîíå ìîíîñòèáèëüíîñòè ñ óñòîé-
÷èâûì ðàâíîâåñèåì ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè íà
èíâàðèàíòíîé êðèâîé, ïîä äåéñòâèåì øóìà òàêæå ïðîèñõîäèò ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Â ðàçäåëå 2.2.4 áûë èçó÷åí âàðèàíò å-
íîìåíà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëåáàíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà äëÿ
ìîäåëè ñ âîçáóäèìîñòüþ Êëàññà 1. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò åíîìåí îòëè÷àåòñÿ
îò èçó÷åííîãî ðàíåå â ðàçäåëå 2.2.1 è îáúÿñíåíû ïðè÷èíû ýòèõ ðàçëè÷èé.
åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ãëàâå, áûëè îïóáëè-
êîâàíû â ðàáîòàõ [64,66, 80℄.
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ëàâà 3. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò äâóìåðíîé ìîäåëè
Õèíäìàðø-îóç. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Õèíäìàðø-îóç (2D-Õ) ïåðâîíà÷àëüíî
áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [6℄ êàê ìîäèèêàöèÿ ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî [4℄.
Çàòåì, äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà á¼ñòîâûõ êîëåáàíèé áûëà ðàçðàáîòàíà áîëåå
ñëîæíàÿ òð¼õìåðíàÿ ñèñòåìà Õèíäìàðø-îóç. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè äåòåðìè-
íèðîâàííîé äèíàìèêè äâóìåðíîé ìîäåëè 2D-Õ èçëîæåíû â [6℄. Äàëüíåéøèé
áèóðêàöèîííûé àíàëèç ïðåäñòàâëåí â [81℄ è [82℄. Ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ â
äâóìåðíîé ìîäåëè 2D-Õ èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòå [83℄.
Îñîáåííîñòüþ äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç, îòëè÷àþùåé åå îò äðó-
ãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé íåéðîíà, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ãîìîêëèíè÷åñêîé áè-
óðêàöèè âëèïàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà â ïåòëþ ñåïàðàòðèñû ñåäëà.
3.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç
àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó Õèíäìàðøîóç (2D-Õ) [6℄:
x˙ = y − ax3 + 3x2 + c− I
y˙ = b− 5x2 − y,
(3.1.1)
ãäå x  ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë, y  âîññòàíîâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ è a, b, c, I 
ïàðàìåòðû ìîäåëè. Èçó÷èì äèíàìèêó ñèñòåìû (3.1.1) ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþ-
ùåãî ïàðàìåòðà I è èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ a è b. Íà ðèñ. 3.1.1 ïðåäñòàâëåíû
áèóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñèñòåìû äëÿ a = 3, b = −3, c = 5 (ðèñ. 3.1.1a) è
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èñóíîê 3.1.1  Áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ a = 3, b = −3, c = 5 (à) è
a = 1, b = 1, c = 0 (á): óñòîé÷èâûå (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ) è íåóñòîé÷èâûå (òîíêàÿ
ïóíêòèðíàÿ) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
x-êîîðäèíàò óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ).
a = 1, b = 1, c = 0 (ðèñ. 3.1.1á).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 3, b = −3, c = 5 (ðèñ. 3.1.1a). Ñèñòåìà
(3.1.1) èìååò îäíî ëèáî òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè I < I¯1 ≈ 1.868 åäèí-
ñòâåííûì àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå-îêóñ E1. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà
I ÷åðåç òî÷êó I¯1 ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ, è ïîÿâëÿþòñÿ äâà íî-
âûõ ðàâíîâåñèÿ  óñòîé÷èâûé óçåë E2 è ñåäëî E3. Â çîíå I¯1 < I < I¯2 ≈ 2
ñèñòåìà áèñòàáèëüíà: äâà óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ ñîñóùåñòâóþò, è èõ áàññåéíû
ïðèòÿæåíèÿ ðàçäåëåíû ñåïàðàòðèñîé ñåäëà. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà I ÷åðåç
òî÷êó I¯2 ïðîèñõîäèò äðóãàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
óñòîé÷èâûé îêóñ E1 è ñåäëî E3 ñëèâàþòñÿ è ïðîïàäàþò. Â çîíå I > I¯2 åäèí-
ñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûé óçåë E2.
Èçó÷èì äèíàìèêó äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ïðè a = 1, b = 1, c = 0.
Íà ðèñ. 3.1.1á ïðåäñòàâëåíà áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â çîíå I ∈ (−0.3, 1.1).
Ñèñòåìà (3.1.1) èìååò ëèáî îäíî (ïðè I < − 527 and I > 1), ëèáî òðè (ïðè
− 527 < I < 1) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â çîíå I < I0 ≈ −11.5932 â ñèñòåìå
èìååòñÿ îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòà-
òå ìÿãêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I0. Ïðè
a0 < a < a1 = − 527 ≈ −0.1852 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç òî÷êó I1 ñëåâà íàïðàâî
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èñóíîê 3.1.2  Ôàçîâûå ïîðòðåòû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ a = 3,
b = −3, c = 5, I = 1.9 (à) è a = 1, b = 1, c = 0 (á, â): (á) I = 0, (â) I = 0.1;
óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (çàêðàøåííûé êðóæîê), íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå
(íåçàêðàøåííûé êðóæîê), óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ),
ñåïàðàòðèñà ñåäëà (øòðèõïóíêòèð), àçîâûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ).
ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ: ïîÿâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ðàâíîâåñèÿ 
ñåäëî è óñòîé÷èâûé óçåë. Â çîíå I1 < I < I2 ≈ 0.0856 â ñèñòåìå ñîñóùå-
ñòâóþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è ïðåäåëüíûé öèêë, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòðèñîé
ñåäëà. Ïðåäåëüíûé öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è èñ÷åçàåò â òî÷êå I2 â ðåçóëü-
òàòå ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèè ¾âëèïàíèÿ¿ â ïåòëþ ñåïàðàòðèñû. Â çîíå
I2 < I < I3 ≈ 0.8162 â ñèñòåìå èìååòñÿ îäíî óñòîé÷èâîå è äâà íåóñòîé÷èâûõ
ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I3 ïðîèñõîäèò äðóãàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ
áèóðêàöèÿ, è ïðè I3 < I < I4 ≈ 0.9264 íàáëþäàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå ïðå-
äåëüíîãî öèêëà è óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â òî÷êå
I4 â ðåçóëüòàòå ìÿãêîé áèóðêàöèè ÀíäðîíîâàÕîïà, è ïðè a¯4 < a < a¯5 = −3
â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó
I5 ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèóðêàöèÿ, è â çîíå I > I5 â ñèñòåìå îñòàåòñÿ
îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.
Íà ðèñ. 3.1.2 ïîêàçàíû àçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (3.1.1) â ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ. Ïðè a = 3, b = −3, c = 5 â çîíå I ∈ (I¯1, I¯2) (ñì.
ðèñ. 3.1.2à äëÿ I = 1.9) â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ 
îêóñ E1 è óçåë E2, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòðèñîé ñåäëà E3. èñ. 3.1.2(á,â) äåìîí-
ñòðèðóåò àçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû ïðè a = 1, b = 1, c = 0. Â çîíå I ∈ (I1, I2)
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ñèñòåìà áèñòàáèëüíà (ñì. ðèñ. 3.1.2á äëÿ I = 0): óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (óçåë)
ñîñóùåñòâóåò ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì, ïðè ýòîì èõ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ðàç-
äåëåíû ñåïàðàòðèñîé ñåäëà. Â çîíå I ∈ (I2, I3) (ñì. ðèñ. 3.1.2â äëÿ I = 0.1)
òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ îêîëî íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ E1, ïåðåä òåì, êàê
ïðèáëèçèòüñÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ E2, îãèáàåò ñåïàðàòðèñó ñåäëà E3. Îò-
ìå÷åííûå îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè ìîäåëè îêàçûâàþò ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà åå ïîâåäåíèå â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.
3.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç:
x˙ = y − ax3 + 3x2 + c− I + εw˙
y˙ = b− 5x2 − y,
(3.2.1)
ãäå w ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè E(w(t) −
w(s)) = 0, E(w(t)− w(s))2 = |t− s| è ε  èíòåíñèâíîñòü øóìà.
3.2.1. Èíäóöèðîâàííûå ïåðåõîäû ìåæäó äâóìÿ
ñîñóùåñòâóþùèìè óñòîé÷èâûìè ðàâíîâåñèÿìè
Èññëåäóåì âîçäåéñòâèå øóìà íà ñèñòåìó (3.2.1) ïðè a = 3, b = −3, c = 5
â çîíå I¯1 < I < I¯2, ãäå äèíàìèêà èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèåì äâóõ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 1.9. Íà ðèñ. 3.2.1 ïîêàçàíû ñëó÷àéíûå òðàåê-
òîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå
ðÿäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó-
÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ óñòîé÷èâîãî îêóñà E1. Ïðè âîçäåéñòâèè
ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ-îêóñà (ñì.
ðèñ. 3.2.1a). Äëÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðåâûøàþùåé íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà-
÷åíèå (ε = 0.1), ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóòü áàññåéí ïðèòÿæå-
íèÿ óñòîé÷èâîãî îêóñà, ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó, ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
óñòîé÷èâîãî óçëà (ñì. ðèñ. 3.2.1á). àññìîòðèì òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ
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èñóíîê 3.2.1  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè è âðåìåííûå ðàäû x(t) äëÿ
I = 1.9: (à) ε = 0.05, (á) ε = 0.1, (â) ε = 0.08, (ã) ε = 0.2.
óñòîé÷èâîãî óçëà E2. Ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.08)
íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ-óçëà (ñì. ðèñ. 3.2.1â). Ïðè á´îëüøèõ
çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóòü áàñ-
ñåéí ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî óçëà, ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó è ïîïàñòü â áàññåéí
ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî îêóñà (ñì. ðèñ. 3.2.1ã). Çàìåòèì, ÷òî ïðè I = 1.9
ïåðåõîäû îò îêóñà ê óçëó ïðîèñõîäÿò äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
øóìà, ÷åì îò óçëà ê îêóñó. Â ñîðìèðîâàâøèìñÿ íîâîì äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå
áîëüøåàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ âáëèçè îêóñà ÷åðåäóþòñÿ ñ ìàëîàìïëèòóäíû-
ìè êîëåáàíèÿìè âáëèçè óçëà, òàêèì îáðàçîì, èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû
ìåæäó óñòîé÷èâûìè ðàâíîâåñèÿìè ïðèâîäÿò ê ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êî-
ëåáàíèé â ñèñòåìå.
èñ. 3.2.2 ïîêàçûâàåò, êàê øóì ìåíÿåò áèóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ñè-
ñòåìû Õèíäìàðø-îóç. Çäåñü ïîñòðîåíû x-êîîðäèíàòû ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé
äëÿ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé ñèñòåìû (3.2.1). Çà-
ìåòèì, ÷òî çîíà áèñòàáèëüíîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå óçêîé ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
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èñóíîê 3.2.2  Ñòîõàñòè÷åñêèå àòòðàêòîðû: (à) ε = 0.01, (á) ε = 0.05, (â)
ε = 0.1.
èíòåíñèâíîñòè øóìà.
Èçìåíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåìû (3.2.1) ïîä äåéñòâèåì øóìà ïîäòâåðæäà-
þòñÿ ñòàòèñòèêàìè ìåæñïàêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI), òàêèìè êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå
µ è êîýèöèåíò âàðèàöèè CV , îïðåäåëÿåìûé êàê îòíîøåíèå ñòàíäàðòíîãî îò-
êëîíåíèÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ. Íà ðèñ. 3.2.3 ïîêàçàíû ãðàèêè óíêöèé µ(ε) è
CV (ε) äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé â çîíå áèñòàáèëü-
íîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîêðóã ðàâíîâåñèÿ-îêóñà
äîñòàòî÷íî âåëèêè, è èõ ìîæíî óñëîâíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïàéêîâûå êîëå-
áàíèÿ. Ïîýòîìó çíà÷åíèå x = x¯1, ãäå x¯1 ÿâëÿåòñÿ x-êîîðäèíàòîé ðàâíîâåñèÿ-
îêóñà E1, áóäåì ïðèíèìàòü çà ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëÿ ãåíåðàöèè ñïàéêîâ.
Äëÿ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ îêóñà E1, ïîä äåéñòâèåì øóìà ñðåäíåå çíà-
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èñóíîê 3.2.3  Ñòàòèñòèêè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ äëÿ òðàåêòîðèé,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ îêóñà (ñïëîøíàÿ) è óçëà (ïóíêòèð): (à) ñðåäíåå çíà÷åíèå,
(á) êîýèöèåíò âàðèàöèè.
÷åíèå ISI ðåçêî âîçðàñòàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ äëèííûõ ISI èç-çà
âîçíèêíîâåíèÿ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ê ðàâíîâåñèþ-óçëó E2. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà çíà÷åíèÿ µ(ε) óìåíüøàþòñÿ (ñì.
ðèñ. 3.2.3a). Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííîãî ðàâíîâåñèÿ-óçëà ïðè ñëàáîì øó-
ìå ñïàéêè âîçíèêàþò î÷åíü ðåäêî, ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåæñïàéêîâûõ
èíòåðâàëîâ áëèçêî ê áåñêîíå÷íîñòè. Êîãäà èíòåíñèâíîñòü øóìà óâåëè÷èâàåò-
ñÿ, µ(ε) ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà íà÷àëî ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè
ñïàéêîâ èç-çà èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ îò óçëà ê îêóñó. Ñëèÿíèå
ãðàèêîâ µ(ε) äëÿ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ ðàçíûõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, ñîîò-
âåòñòâóåò íà÷àëó âçàèìíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó àòòðàêòîðàìè. ðàèêè êîýè-
öèåíòà âàðèàöèè CV (ε) (ñì. ðèñ. 3.2.3á) ïîêàçûâàþò óâåëè÷åíèå âàðèàöèè ISI
ïðè âîçäåéñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (àíòèêîãåðåíòíîñòü). Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà âàðèàöèÿ ISI óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
óâåëè÷åíèþ êîãåðåíòíîñòè ñèñòåìû. ðàèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ(ε) è êîý-
èöèåíòà âàðèàöèè CV (ε) ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ ïîçâîëÿþò ýìïèðè÷åñêè
îöåíèòü ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå èí-
äóöèðîâàííûì øóìîì ïåðåõîäàì.
Ïðîàíàëèçèðóåì åíîìåí èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàâ-
íîâåñèÿìè ñèñòåìû (3.2.1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè. Íà ðèñ. 3.2.4 ïîñòðîåíû ãðàèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö
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èñóíîê 3.2.4  Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèé: îêóñà E1 (ñïëîøíàÿ) è óçëà E2 (ïóíêòèð).
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç. Îíè
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êàì áèóðêàöèè ñòîõà-
ñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåçêî âîçðàñòàåò. Íà ðèñ. 3.2.5 èçîáðàæåíû äîâå-
ðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ I = 1.9 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P = 0.999. àññìîòðèì äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû
äëÿ îêóñà E1. Äëÿ çíà÷åíèÿ ε = 0.05 äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ëîêàëèçóåòñÿ
âáëèçè ðàâíîâåñèÿ-îêóñà è ïîëíîñòüþ ëåæèò â áàññåéíå åãî ïðèòÿæåíèÿ. Ñ
óâåëè÷åíèåì øóìà (ε = 0.07) ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ, ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó è
íà÷èíàåò çàíèìàòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ óçëà E2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
îêóñà è âûéòè â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ óçëà. Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ
ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå íà÷àëó èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ  ýòî çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî
äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ I = 1.9 äîâå-
ðèòåëüíûé ýëëèïñ äëÿ îêóñà êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ
èíòåíñèâíîñòè øóìà, ÷åì äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ äëÿ óçëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðåõîä îò îêóñà ê óçëó ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè
øóìà, ÷åì îò óçëà ê îêóñó, êàê è íàáëþäàëîñü ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäå-
ëèðîâàíèè (ñì. ðèñ. 3.2.1).
Ïóñòü ε1 (ε2)  êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ íà÷àëà
èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ îò îêóñà ê óçëó (îò óçëà ê îêóñó). Ïðè
ïîìîùè ìåòîäîâ ÔÑ× è äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ äëÿ I = 1.9 ïîëó÷àåì îöåíêó
ε1 = 0.07, ε2 = 0.17, à äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, íàïðèìåð, äëÿ I = 1.87
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èñóíîê 3.2.5  Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû (ñïëîøíàÿ, ïóíêòèð) äëÿ for I = 1.9
(äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.999); óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (çàêðàøåííûé
êðóæîê), íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (íåçàêðàøåííûé êðóæîê), ñåïàðàòðèñà
(øðèõïóíêòèð).
èìååì ε1 = 0.08, ε2 = 0.02, à äëÿ I = 1.97 ïîëó÷àåì ε1 = 0.05, ε2 = 0.4.
Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 3.2.3).
3.2.2. Èíäóöèðîâàííûå ïåðåõîäû ìåæäó
ñîñóùåñòâóþùèìè óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì è
ïðåäåëüíûì öèêëîì
Èññëåäóåì äèíàìèêó ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (3.2.1) ïðè a = 1, b = 1, c =
0 â çîíå I1 < I < I2, ãäå â èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò
óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è ïðåäåëüíûé öèêë. àññìîòðèì äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
I. Â ïåðâîì ñëó÷àå (I = −0.18) óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå áëèæå ê ñåïàðàòðèñå,
÷åì ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè I = 0 ïðåäåëüíûé öèêë áëèæå ê ñåïàðàòðèñå, ÷åì
ðàâíîâåñèå.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = −0.18. Íà ðèñ. 3.2.6 ïðåäñòàâëåíû ñòîõàñòè÷å-
ñêèå òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíî-
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èñóíîê 3.2.6  Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ïðè I = −0.18.
Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ñëåâà), âðåìåííûå ðÿäû x(t) (â ñåðåäèíå),
äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè (ñïðàâà) äëÿ (à) ε = 0.03, (á) ε = 0.1, (â) ε = 0.4:
óñòîé÷èâûå (çàêðàøåííûé êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå (íåçàêðàøåííûé êðóæîê)
ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ), ñåïàðàòðèñà
ñåäëà (øòðèõïóíêòèð), àçîâûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ), äîâåðèòåëüíûé
ýëëèïñ è âíåøíÿÿ ãðàíèöà äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû (ïóíêòèð) ïðè
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P = 0.999.
ñòè øóìà. Ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.2.1)
ïîêèäàþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è îðìèðóþò ñòîõàñòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.03) ñîñòîÿíèÿ ýòîãî àòòðàêòîðà
ñêîíöåíòðèðîâàíû îêîëî ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 3.2.6à). Ïðè èíòåíñèâíîñòè øóìà
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èñóíîê 3.2.7  Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ïðè I = 0. Ñòîõàñòè÷åñêèå
òðàåêòîðèè (ñëåâà), âðåìåííûå ðÿäû x(t) (â ñåðåäèíå), äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè
(ñïðàâà) äëÿ (à) ε = 0.03, (á) ε = 0.1, (â) ε = 0.8: óñòîé÷èâûå (çàêðàøåííûé
êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå (íåçàêðàøåííûé êðóæîê) ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ), ñåïàðàòðèñà ñåäëà (øòðèõïóíêòèð),
àçîâûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ), äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ è âíåøíÿÿ ãðàíèöà
äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû (ïóíêòèð) ïðè äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P = 0.999.
âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.1) ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìî-
ãóò ïîêèíóò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó, ïîïàñòü â
áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è ñîðìèðîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë
(ñì. ðèñ. 3.2.6á). Íàáëþäàåòñÿ èíäóöèðîâàííûé øóìîì ïåðåõîä îò ðàâíîâåñèÿ
ê ïðåäåëüíîìó öèêëó. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.4) ïðîèñõîäÿò
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èñóíîê 3.2.8  Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ y-êîîðäèíàò ïðîåêöèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðàâíîâåñèÿ E2 è
E3: (à) I = −0.18, (á) I = 0.
âçàèìíûå ïåðåõîäû ìåæäó öèêëîì è ðàâíîâåñèåì (ðèñ. 3.2.6â).
àññìîòðèì ñëó÷àé I = 0. Íà ðèñ. 3.2.7 ïðåäñòàâëåíû ñòîõàñòè÷åñêèå
òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà, è ñîîò-
âåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà.
Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì øóìå (ε = 0.03) òðàåêòîðèè ëîêàëèçóþòñÿ â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 3.2.7à). Ïðè
èíòåíñèâíîñòè øóìà âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.1) ñòîõà-
ñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà,
ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ
(ñì. ðèñ. 3.2.7á). Íàáëþäàåòñÿ èíäóöèðîâàííûé øóìîì ïåðåõîä îò ïðåäåëüíîãî
öèêëà ê ðàâíîâåñèþ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.8) ïðîèñõîäÿò
âçàèìíûå ïåðåõîäû ìåæäó öèêëîì è ðàâíîâåñèåì (ðèñ. 3.2.7â).
Â ðåçóëüòàòå âçàèìíûõ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ìåæäó àòòðàê-
òîðàìè â ñèñòåìå îðìèðóåòñÿ íîâûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì: êîëåáàíèÿ áîëü-
øîé àìïëèòóäû ÷åðåäóþòñÿ ñ íåáîëüøèìè ëóêòóàöèÿìè âáëèçè ðàâíîâåñèÿ.
Òàêóþ äèíàìèêó â íåéðîííûõ ìîäåëÿõ òðàäèöèîííî íàçûâàþò á¼ðñòèíãîì.
ßâëåíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûìè èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé. àññìîò-
ðèì ïðîåêöèè ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé íà ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå E2 è ñåäëî E3 â íàïðàâëåíèè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî îò-
ðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñåäëîâîé òî÷êè. Íà ðèñ. 3.2.8 ïîêàçàíû
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èñóíîê 3.2.9  Ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà
äëÿ I = −0.18 (ñïëîøíàÿ) è I = 0 (ïóíêòèð).
ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (y) y-êîîðäèíàò ýòèõ ïðîåêöèé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà.
àññìîòðèì ñëó÷àé I = −0.18 (ðèñ. 3.2.8à). Äëÿ çíà÷åíèÿ ε = 0.03 óíê-
öèÿ P (y) èìååò åäèíñòâåííûé ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñè-
åì E2 (-1.38, -8.57). Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.1) ïîÿâëÿþòñÿ
äâà íîâûõ ïèêà óíêöèè P (y). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ñëó÷àéíûõ òðà-
åêòîðèé âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà.
àññìîòðèì ñëó÷àé a = 0 (ðèñ. 3.2.8á). Äëÿ çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà
ε = 0.03 óíêöèÿ P (y) ÿâëÿåòñÿ áèìîäàëüíîé, òàê êàê ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè
ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øó-
ìà (ε = 0.05) ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ïèê óíêöèè P (y) íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì
E2 (- 1.62, -12.09). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.1)
íàáëþäàåòñÿ îäèí ïèê íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàò-
íûå ïåðåõîäû ñ ðàâíîâåñèÿ ê öèêëó î÷åíü ðåäêè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò P -
áèóðêàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
ñîñòîÿíèé [23℄.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ â çîíå
I1 < I < I2 ñèñòåìû (3.2.1) ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè è ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
Íà ðèñ. 3.2.9 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ÔÑ× ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ I =
−0.18 è I = 0. Ìàêñèìóì ÔÑ× ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ÷àñòè öèêëà. Áîëüøàÿ
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èñóíîê 3.2.10  Ïîêàçàòåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M(I)
ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñïëîøíàÿ) è ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2 ìàòðèöû
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ (ïóíêòèð)
äèñïåðñèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îáúÿñíÿåòñÿ âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ
öèêëà â ýòîé ÷àñòè.
Íà ðèñ. 3.2.10 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ðàâíîâåñèé â çîíå I1 < I < I2. Çäåñü èçîáðàæåíû ãðàèêè
êîýèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M(I) äëÿ öèêëîâ è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà I. èñ. 3.2.10 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè I = −0.18 ðàâíîâåñèå
áîëåå ÷óâñòâèòåëüíî ê ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì, ÷åì öèêë. Ýòî îáúÿñíÿåò òîò
àêò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäû îò ðàâíîâåñèÿ ê öèêëó ïðîèñõîäÿò ïðè ìåíü-
øåì øóìå, ÷åì îáðàòíûå. Ïðè I = 0 öèêë áîëåå ÷óâñòâèòåëåí, ÷åì ðàâíîâåñèå.
Ýòî îáúÿñíÿåò òî, ÷òî ñíà÷àëà ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû îò öèêëà ê ðàâíîâåñèþ.
Íà ðèñ. 3.2.6 (ñïðàâà) ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè (äîâåðèòåëüíûå
ýëëèïñû äëÿ ðàâíîâåñèé è âíåøíèå ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé äëÿ öèê-
ëîâ) äëÿ I = −0.18 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà ñ äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P = 0.999. Äëÿ çíà÷åíèÿ ε = 0.03 (ðèñ. 3.2.6à) äîâå-
ðèòåëüíûé ýëëèïñ ëîêàëèçóåòñÿ âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïîëíîñòüþ
ëåæèò â áàññåéíå åãî ïðèòÿæåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà (ε = 0.1) ýëëèïñ ðàñ-
øèðÿåòñÿ, ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó è íà÷èíàåò çàíèìàòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
ïðåäåëüíîãî öèêëà (ðèñ. 3.2.6á). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
èíòåíñèâíîñòè øóìà ðàñøèðÿåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà ïðåäåëüíîãî öèêëà è
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äëÿ ε = 0.4 îíà ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó (ðèñ. 3.2.6â). Ýòî ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå
âçàèìíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ïðåäåëüíûì öèêëîì è ðàâíîâåñèåì.
Àíàëîãè÷íî, íà ðèñ. 3.2.7 (ñïðàâà) ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè äëÿ
I = 0 ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P = 0.999. Ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.03)
äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü öåëèêîì ïðèíàäëåæèò áàññåéíó ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëü-
íîãî öèêëà (ðèñ. 3.2.7à). Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.1) äî-
âåðèòåëüíàÿ ïîëîñà ðàñøèðÿåòñÿ, ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó è çàíèìàåò áàññåéí
ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.2.7á). Ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèå
òðàåêòîðèè ìîãóò ïîêèíóòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïåðåñå÷ü
ñåïàðàòðèñó è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè øóìà (ε = 0.8) äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ òàêæå ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó,
ïîýòîìó íàáëþäàþòñÿ âçàèìíûå ïåðåõîäû ìåæäó ðàâíîâåñèåì è ïðåäåëüíûì
öèêëîì (ðèñ. 3.2.7â).
Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõî-
äîâ: ýòî çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî äîâåðèòåëüíûé îáëàñòü êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû.
Äëÿ I = −0.18 äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû ïðè ε∗1 = 0.046, à
äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû ïðè ε∗2 = 0.34. Äëÿ I = 0 äîâåðè-
òåëüíàÿ ïîëîñà êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû ïðè ε∗1 = 0.049, òîãäà êàê äîâåðèòåëüíûé
ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû ïðè ε∗2 = 0.66. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèâåäåííîãî âûøå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
3.2.3. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé
áèóðêàöèè
àññìîòðèì âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé çîíå (I2, I3) âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèè I2 íà ïðèìåðå çíà÷åíèÿ
I = 0.1. Íà ðèñ. 3.2.11 ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ E2, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì øóìå (ε = 0.5)
ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.2.11à). Êîãäà
èíòåíñèâíîñòü øóìà áîëüøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 1), ñëó÷àé-
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èñóíîê 3.2.11  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé â
çîíå ðàâíîâåñèÿ ïðè I = 0.1. Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ñëåâà) è âðåìåííûå
ðÿäû x(t) (ñïðàâà) äëÿ (à) ε = 0.5, (á) ε = 1: óñòîé÷èâûå (çàêðàøåííûé
êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå (íåçàêðàøåííûé êðóæîê) ðàâíîâåñèÿ, ñåïàðàòðèñà
ñåäëà (øòðèõïóíêòèð), àçîâûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ).
íûå òðàåêòîðèè ìîãóò ïåðåñå÷ü ñåïàðàòðèñó, è â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû (ðèñ. 3.2.11á).
Ýòî ÿâëåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíûõ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ. 3.2.12 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P (y) y-êîîðäèíàò ïðîåêöèé ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïðÿìóþ, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç ðàâíîâåñèÿ E2 è E3 äëÿ I = 0.1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè íåáîëüøîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ãðàèê ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì
E2 (-1.68, -13.14). Ïðè óâåëè÷åíèè ε ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñìå-
ùàåòñÿ âïðàâî â ñòîðîíó ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ E1 (0.59, -0.74).
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü îáú-
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èñóíîê 3.2.12  Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ y-êîîðäèíàò ïðîåêöèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðàâíîâåñèÿ E2 è E3
äëÿ I = 0.1.
ÿñíåíà îñîáåííîñòÿìè àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â çîíå
(I2, I3) (ñì. ðèñ. 3.1.2â). Òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ
E2, íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè íà-
÷àëüíàÿ òî÷êà áëèçêà ê ðàâíîâåñèþ E2, òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê íåìó ìîíî-
òîííî. Åñëè òðàåêòîðèÿ íà÷èíàåòñÿ çà ñåïàðàòðèñîé, òî ïåðåõîäíûé ïðîöåññ
ïðèáëèæåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ áîëü-
øîé àìïëèòóäû, îãèáàþùóþ ñåïàðàòðèñó.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ýåêòà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëü-
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èñóíîê 3.2.13  Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ I = 0.1 ïðè äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè P = 0.999: (à) ε = 0.5 (âíóòðåííèé), (á) ε = 1 (âíåøíèé).
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òèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèè âîñïîëüçóåì-
ñÿ ìåòîäîì äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ. Íà ðèñ. 3.2.13 ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå
ýëëèïñû äëÿ I = 0.1 ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà
(ε = 0.5 è ε = 1) è äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P = 0.999. Ïðè ε = 0.5 äîâåðè-
òåëüíûé ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè
øóìà (ε = 1) ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â îáëàñòü âûøå
ñåïàðàòðèñû è, ïîïàâ â ýòó îáëàñòü, áóäóò ñîâåðøàòü êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ
áîëüøîé àìïëèòóäû.
Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ
àìïëèòóä. Ýòî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïà-
ðàòðèñû. Äëÿ I = 0.1 ïîëó÷àåì ε∗ = 0.088, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèâåäåííûìè âûøå.
3.2.4. Èíäóöèðîâàííûå øóìîì òðàíñîðìàöèè ñòàðøåãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Ïåðåõîäû ìåæäó ïîðÿäêîì è
õàîñîì
Îáñóäèì, êàê èçó÷åííûå âûøå èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ñâÿçà-
íû ñ ïîâåäåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà (ÑÏË). Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-
âà êîëè÷åñòâåííî îòðàæàåò äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ.
Îòðèöàòåëüíîñòü ÑÏË îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû â îñ-
íîâíîì ñõîäÿòñÿ. Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ÑÏË ïîêàçûâàþò, ÷òî äîìèíèðóåò
ðàñõîäèìîñòü. Èçìåíåíèå çíàêà ÑÏË îò îòðèöàòåëüíîãî ê ïîëîæèòåëüíîìó øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíîé ê õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêå [2628℄.
Äëÿ ìîäåëè 2D-Õ ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ÑÏË îò èíòåíñèâíîñòè øó-
ìà 0 ≤ ε ≤ 0.1. Íà ðèñ. 3.2.14 ïîêàçàíû ãðàèêè Λ(ε) äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà I : I = −0.3, I = −0.18, I = 0, I = 0.1. Çíà÷åíèÿ I = −0.18, I = 0
ïðèíàäëåæàò áèñòàáèëüíîé çîíå (I1, I2), ãäå äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà äåìîí-
ñòðèðóåò ñîñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè
I = −0.3 è I = 0.1 ñèñòåìà ìîíîñòàáèëüíà ñ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì, öèê-
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èñóíîê 3.2.14  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ (à) I = −0.3 (êðàñíûé) è I = 0.1 (÷åðíûé), (á)
I = −0.18, (â) I = 0 äëÿ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ðàâíîâåñèÿ (÷åðíûé) è
ïðåäåëüíîãî öèêëà (êðàñíûé).
ëîì èëè ðàâíîâåñèåì ñîîòâåòñòâåííî.
Çíà÷åíèÿ ÑÏË íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Áåíåòòèíà. Íà
ðèñ. 3.2.14 ÑÏË, âû÷èñëåííûé äëÿ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äåòåðìèíèðî-
âàííîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàí ÷åðíûì öâåòîì (çâåçäî÷êàìè), à äëÿ òðàåêòîðèé,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà  êðàñíûì öâåòîì (êðóæêàìè).
Íà ðèñ. 3.2.14a ãðàèêè Λ(ε) äëÿ I = −0.3 (êðàñíûé öâåò) è I = 0.1
(÷åðíûé öâåò) îòðàæàþò òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ÑÏË äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìó-
ùåííûõ ìîíîñòàáèëüíûõ ñèñòåì (ñ öèêëàìè èëè ðàâíîâåñèÿìè). Çàìåòèì, ÷òî
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äëÿ öèêëîâ è ðàâíîâåñèé óíêöèÿ Λ(ε) âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Äëÿ ðàâíîâåñèÿ
ýòà óíêöèÿ èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
óâåëè÷åíèè øóìà. Äèíàìèêà ïîòîêîâ â ñòîõàñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ðåãóëÿðíà.
Äëÿ öèêëà óíêöèÿ Λ(ε) âåäåò ñåáÿ áîëåå ðàçíîîáðàçíî. Äëÿ íóëåâîãî øóìà
èìååì Λ(0) = 0. Ïðè íèçêîì óðîâíå øóìà ÑÏË èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà óíêöèÿ Λ(ε) ìåíÿåò çíàê è ñòàíîâèòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, íèçêèé óðîâåíü øóìà ñòàáèëèçèðóåò ñòîõàñòè-
÷åñêèé ïîòîê, â òî âðåìÿ êàê óâåëè÷åíèå øóìà òðàíñîðìèðóåò ýòîò ïîòîê èç
ðåãóëÿðíîãî â õàîòè÷åñêèé. Ýòî ÿâëåíèå áûëî èññëåäîâàíî â ðàáîòå [84℄.
àññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â çîíå áèñòàáèëüíîñòè (ñì.
ðèñ. 3.2.14á,â). Â ýòîé çîíå ïðè ìàëîì øóìå, êîãäà òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ
ñ ðàçíûõ àòòðàêòîðîâ, íå ïîêèäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå âåòâè ÑÏË õîðîøî ðàçäåëåíû.
Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà âîçíèêàþò ïåðåõîäû îò îäíîãî
áàññåéíà ê äðóãîìó, è äâà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêà, ðàçäåëåííûõ äî ýòîãî, îáúåäè-
íÿþòñÿ â îäèí. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ñîîòâåòñòâóþùèå äâå âåòâè ÑÏË ñëèâàþòñÿ
â îäíó. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé àòòðàêòîð äîìèíèðóåò â ýòîì ñìåøàí-
íîì ðàñïðåäåëåíèè, ýòà îáúåäèíåííàÿ êðèâàÿ ÑÏË ïðèíèìàåò âèä ãðàèêà,
êîòîðûé òèïè÷åí äëÿ öèêëà (åñëè äîìèíèðóåò öèêë) èëè äëÿ ðàâíîâåñèÿ (åñëè
äîìèíèðóåò ðàâíîâåñèå).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè I = −0.18 (ñì. ðèñ. 3.2.14á), ãäå äîìèíèðóþùèì àò-
òðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ öèêë, ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîâîäèò áîëüøå âðåìåíè â
çîíå öèêëà, à ÷åðíàÿ êðèâàÿ ñìåùàåòñÿ ê êðàñíîé. È íàîáîðîò, ïðè I = 0
(ðèñ. 3.2.14â) äîìèíèðóþùèì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå, è êðàñíàÿ êðèâàÿ öèêëà
ñìåùàåòñÿ ê ÷åðíîé êðèâîé ðàâíîâåñèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå òàêèì ñëèÿíèÿì, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, ïîëó÷åííûìè âûøå ìåòîäîì äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïå-
ðåõîäû ìåæäó ïîðÿäêîì è õàîñîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè I = −0.18 è ìàëîì øóìå, êîãäà îáå âåòâè Λ(ε) îò-
ðèöàòåëüíû, ïîòîêè ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ öèêëà è ðàâ-
íîâåñèÿ, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà îáå âåòâè
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óíêöèè Λ(ε) ñëèâàþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòî-
õàñòè÷åñêèé ïîòîê ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì. Çäåñü íàáëþäàåòñÿ ñöåíàðèé èíäó-
öèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ¾ïîðÿäîê-õàîñ¿.
Ïðè I = 0 è ìàëîì øóìå ïîòîê ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ ñ öèêëà, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì (çäåñü Λ(ε) èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ). Äàëåå, ïðè óâåëè÷åíèè øóìà ýòîò ïîòîê ïåðåõîäèò â õàîòè÷åñêèé (Λ(ε)
ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì), à äëÿ ε > 0.4 ðåçêî òðàíñîðìèðóåòñÿ îáðàòíî
â ðåãóëÿðíûé. Çäåñü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò áîëåå ñëîæíûé
ñöåíàðèé ïåðåõîäîâ: ¾ïîðÿäîê  õàîñ  ïîðÿäîê¿. Çàìåòèì, ÷òî ïîòîê ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ðàâíîâåñèÿ, îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðè
ëþáîì óðîâíå øóìà.
Äëÿ ñëó÷àåâ ìîíîñòàáèëüíîñòè èìååì ñëåäóþùåå. Ïðè I = −0.3 ñöåíàðèé
ïåðåõîäîâ  ¾ïîðÿäîê  õàîñ¿. Ïðè I = 0.1 ìû èìååì òîëüêî ¾ïîðÿäîê¿.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå 2D-Õ P -áèóðêàöèè, ñâÿçàííûå ñ êà÷åñòâåí-
íûì èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ðåçóëü-
òàòå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ìåæäó àòòðàêòîðàìè, ñîïðîâîæäàþòñÿ
D-áèóðêàöèÿìè [23℄ èíäóöèðîâàííîé øóìîì õàîòèçàöèè.
3.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àëèñü ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû â äâóìåðíîé ìîäåëè
Õèíäìàðø-îóç (2D-Õ). Â ðàçäåëå 3.1 èçó÷àëèñü äåòåðìèíèðîâàííûå àòòðàê-
òîðû è áèóðêàöèè ñèñòåìû 2D-Õ. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà ýòîé ìîäåëè
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîí ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ óñòîé-
÷èâûõ ðàâíîâåñèé, à òàêæå ïðåäåëüíîãî öèêëà è ðàâíîâåñèÿ. Òàêæå ýòà ñèñòåìà
äåìîíñòðèðóåò îñîáûé òèï áèóðêàöèè ïåðåõîäà îò ïðåäåëüíîãî öèêëà ê ðàâíî-
âåñèþ  ãîìîêëèíè÷åñêóþ áèóðêàöèþ âëèïàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà â ïåòëþ
ñåïàðàòðèñû ñåäëà. Â ñâÿçè ñ ýòèìè îñîáåííîñòÿìè äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû
2D-Õ, â ðàçäåëå 3.2.1 èçó÷àëîñü âîçäåéñòâèå øóìà íà ýòó ìîäåëü â çîíå ñîñóùå-
ñòâîâàíèÿ äâóõ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé, à â ðàçäåëå 3.2.2 èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå
ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â çîíå áèñòàáèëüíîñòè ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì è ðàâ-
íîâåñèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò èíäóöèðîâàííûå
øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó ñîñóùåñòâóþùèìè àòòðàêòîðàìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê
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âîçíèêíîâåíèþ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé. Â ðàçäåëå 3.2.3 áûë èçó÷åí åíîìåí ñòî-
õàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé
áèóðêàöèè. Â ðàçäåëå 3.2.4 èññëåäîâàëàñü âçàèìîñâÿçü ðàññìîòðåííûõ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ ñ ïîâåäåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû â ñèñòåìå 2D-Õ ñîïðîâîæäàþòñÿ
òðàíñîðìàöèÿìè ìåæäó ïîðÿäêîì è õàîñîì. Èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè
¾ïîðÿäîê  õàîñ¿, ¾õàîñ  ïîðÿäîê¿, ¾ïîðÿäîê  õàîñ  ïîðÿäîê¿. Ïîêàçàíî,
÷òî ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò ñòîõàñòè÷åñêèå P - è D-áèóðêàöèè.
åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ãëàâå, áûëè îïóáëè-
êîâàíû â ðàáîòàõ [54,59, 60, 62℄.
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ëàâà 4. Òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîçäåéñòâèå ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé íà
òð¼õìåðíóþ ìîäåëü Õèíäìàðø-îóç (3D-Õ) [6℄. Ýòà ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ ðàçíî-
îáðàçèåì äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, òàêèõ êàê âîçáóäèìîñòü, òîíè÷åñêèé ñïàé-
êèíã è á¼ðñòèíã ðàçíûõ òèïîâ, ìóëüòèìîäàëüíûå êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäíî-
ìîäóëèðîâàííûå ñïàéêîâûå êîëåáàíèÿ, áèñòàáèëüíûå ðåæèìû è õàîñ. Ïîäðîá-
íûé áèóðêàöèîííûé àíàëèç äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè 3D-Õ ïðåäñòàâëåí,
íàïðèìåð, â [81, 82, 85, 86℄. Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ, ëåæà-
ùèõ â îñíîâå ðåæèìîâ á¼ðñòèíãà â ìîäåëè 3D-Õ íà÷àëîñü â ðàáîòå [87℄ è
ïðîäîëæàëîñü â [82, 88℄. Ïåðåõîäû ìåæäó ñïàéêèíãîì è á¼ðñòèíãîì ñ òðàíñ-
îðìàöèÿìè ¾ïîðÿäîê-õàîñ¿ îáñóæäàëèñü â [81,89℄. Áèóðêàöèîííûå ñöåíàðèè
íåðåãóëÿðíûõ èëè õàîòè÷åñêèõ ñïàéêîâûõ è ïà÷å÷íûõ êîëåáàíèé àíàëèçèðîâà-
ëèñü â [90℄. Â ðàáîòå [91℄ èçó÷àëèñü ìóëüòèìîäàëüíûå á¼ðñòîâûå êîëåáàíèÿ è
öèêëû-êàíàðäû. Êðîìå òîãî, íåäàâíî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ìîäåëü 3D-Õ òàê-
æå ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü òîðû-êàíàðäû è ïà÷å÷íûå êîëåáàíèÿ òîðîèäàëüíîãî
òèïà [92℄.
Ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè 3D-Õ èçó÷àëñÿ â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ.
ëàâíûì îáðàçîì èññëåäîâàëèñü ÿâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà [40, 41, 83,
93℄ è êîãåðåíòíîãî ðåçîíàíñà [94, 95℄.
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4.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå
àññìîòðèì òð¼õìåðíóþ ìîäåëü Õèíäìàðøîóç (3D-Õ) â êëàññè÷åñêîì
âàðèàíòå, ïðåäëîæåííîì â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [6℄:
x˙ = y − x3 + 3x2 + I − z
y˙ = 1− 5x2 − y
z˙ = r(s(x− x0)− z),
(4.1.1)
ãäå x  ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë, ïåðåìåííûå y, z îïèñûâàþò àêòèâàöèþ è äåç-
àêòèâàöèþ èîííûõ òîêîâ, I  âíåøíèé òîê, 0 < r ≪ 1  ïàðàìåòð âðåìåí-
íîãî ìàñøòàáà, s, x0  äðóãèå ïàðàìåòðû. Èçó÷èì äèíàìèêó ñèñòåìû (4.1.1)
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà I è èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ:
r = 0.002, s = 4, x0 = −1.6.
Íà ðèñ. 4.1.1 ïîêàçàíà áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äåòåðìèíèðîâàííîé
ñèñòåìû (4.1.1): z-êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíîâåñèÿ è z-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ñ ïëîñêîñòüþ x = 0 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà I.
Ïðè I < I0 ≈ 1.2677 óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àò-
òðàêòîðîì ñèñòåìû. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I0 â ðåçóëüòàòå ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ðîæäàåòñÿ ïàðà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ  óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷è-
âûé. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà I íåóñòîé÷èâûé öèêë îòõîäèò îò óñòîé÷èâîãî,
óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðàõ è ïðè I = I1 ñëèâàåòñÿ ñ ðàâíîâåñèåì. Óñòîé÷èâûé
öèêë òàêîãî òèïà îïèñûâàåò á¼ðñòîâûå (ïà÷å÷íûå) êîëåáàíèÿ. Á¼ðñòîâàÿ àê-
òèâíîñòü íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìå ïðè I0 < I < I2 ≈ 3.292. Ïðè I0 < I < I1 ñè-
ñòåìà äåìîíñòðèðóåò ñîñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà è óñòîé-
÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Èçíà÷àëüíî, âáëèçè I0 ðîæäàåòñÿ öèêë ñ îäíèì ñïàéêîì â
á¼ðñòå. Çàòåì, ïðè óâåëè÷åíèè I ïðîèñõîäÿò áèóðêàöèè äîáàâëåíèÿ ïåðèîäà:
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿþòñÿ öèêëû ñ 2,3,4, ..., 13 ñïàéêàìè â á¼ðñòå. Ïåðåõîä
îò á¼ðñòà ñ 12 ñïàéêàìè ê á¼ðñòó ñ 13 ñïàéêàìè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåõîäîì ê
õàîñó [81,82, 89℄.
Ïðè I2 < I < I6 ≈ 25.261 íàáëþäàþòñÿ òîíè÷åñêèå ñïàéêîâûå êîëåáàíèÿ.
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èñóíîê 4.1.1  Áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà: z-êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíîâåñèÿ
(òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ  óñòîé÷èâûå, ïóíêòèð  íåóñòîé÷èâûå), z-êîîðäèíàòû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ñ ïëîñêîñòüþ x = 0 (ñïëîøíàÿ).
Â çîíå I2 < I < I3 ≈ 3.37 ïðîèñõîäèò êàñêàä áèóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñ
ïåðåõîäîì ê õàîñó.
àâíîâåñèå ñíîâà ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I4 ≈
5.398 â ðåçóëüòàòå ìÿãêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà. Ïðè I4 < I < I5 ≈
6.198 â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé
öèêë. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I4 ðàâíîâåñèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå
æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà.
Ïðåäåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó I6, êîãäà ïðîèñõîäèò
ìÿãêàÿ áèóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïà. Ïðè I > I6 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.
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èñóíîê 4.1.2  Ôàçîâûå ïîðòðåòû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â ïðîåêöèè íà
ïëîñêîñòü xOz äëÿ: à) I = 1.2, á) I = 1.268, â) I = 1.28, ã) I = 3.24, ä)
I = 3.27, å) I = 3.4; êðóæîê  óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, (à) ñïëîøíûå ëèíèè 
àçîâûå òðàåêòîðèè, (á-â) òîëñòûå ñïëîøíûå ëèíèè  óñòîé÷èâûé
ïðåäåëüíûé öèêë, ïóíêòèð  íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, (ã-å) ñïëîøíûå
ëèíèè  óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.
Íà ðèñ. 4.1.2 ïðåäñòàâëåíû àçîâûå ïîðòðåòû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòå-
ìû (4.1.1) â ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ: â ìîíîñòàáèëüíîé çîíå ñ óñòîé-
÷èâûì ðàâíîâåñèåì ïðè I = 1.2 (ðèñ. 4.1.2à); â çîíå áèñòàáèëüíîñòè, ãäå ñîñóùå-
ñòâóþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ñ îäíèì ñïàéêîì
çà ïåðèîä äëÿ I = 1.268 (ðèñ. 4.1.2á) è äâóìÿ ñïàéêàìè çà ïåðèîä äëÿ I = 1.28
(ðèñ. 4.1.2â); â çîíå ðåãóëÿðíûõ á¼ðñòîâûõ öèêëîâ ïðè I = 3.24 (ðèñ. 4.1.2ã);
â çîíå õàîòè÷åñêîãî á¼ðñòèíãà äëÿ I = 3.27 (ðèñ. 4.1.2ä); â çîíå òîíè÷åñêî-
ãî ñïàéêèíãà äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ñ îäíèì ñïàéêîì çà ïåðèîä ïðè I = 3.4
(ðèñ. 4.1.2ä).
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4.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò òð¼õìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç
(4.1.1):
x˙ = y − x3 + 3x2 + I − z + εw˙
y˙ = 1− 5x2 − y
z˙ = r(s(x− x0)− z),
(4.2.1)
ãäå w ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè E(w(t) −
w(s)) = 0, E(w(t)− w(s))2 = |t− s| è ε  èíòåíñèâíîñòü øóìà.
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èñóíîê 4.2.1  Ôàçîâûå ïîðòðåòû (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz) è
âðåìåííûå ðÿäû äëÿ I = 1.2: à) ε = 0.03, á) ε = 0.1.
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4.2.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé
áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
Èññëåäóåì âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó (4.2.1) â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé çîíå I < I0 ≈ 1.268, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I, áëèçêèõ ê òî÷êå áèóðêà-
öèè I0, äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âîçáóäèìîé: ìàëîå îòêëîíåíèå îò
ðàâíîâåñèÿ, áîëüøåå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ïðèâîäèò ê òðàåêòîðèÿì
áîëüøîé àìïëèòóäû.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 1.2. Íà ðèñ. 4.2.1 èçîáðàæåíû ñëó÷àéíûå òðàåê-
òîðèè (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz), âûïóùåííûå èç óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ,
è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
øóìà. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.03) ñîñòîÿíèÿ ýòîãî
àòòðàêòîðà ñêîíöåíòðèðîâàíû îêîëî ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 4.2.1a). Ïðè èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.1) ñòîõàñòè÷åñêèå òðà-
åêòîðèè ìîãóò ïðîõîäèòü äîñòàòî÷íî äàëåêî îò óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, íàðÿäó
ñ ìàëîàìïëèòóäíûìè îñöèëëÿöèÿìè âîêðóã ðàâíîâåñèÿ íàáëþäàþòñÿ ìóëüòè-
ìîäàëüíûå á¼ðñòîâûå êîëåáàíèÿ (ñì. ðèñ. 4.2.1á). Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñïàéêîâ
â á¼ðñòå ñëó÷àéíî.
àññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåõîäà ê ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè á¼ðñòîâûõ êî-
(à) (á)
èñóíîê 4.2.2  z-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ
ïëîñêîñòüþ x = x¯: à) I = 1.2, á) I = 1.25.
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èñóíîê 4.2.3  Ôóíêöèÿ η = Tl
T
â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Çäåñü
Tl  ýòî âðåìÿ, ïðîâîäèìîå ñèñòåìîé â çîíå x > −1, à T  îáùåå âðåìÿ.
ëåáàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I â çîíå I < I0. Íà ðèñ. 4.2.2
ïîêàçàíû äåòàëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè îò èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà äëÿ I = 1.2 (ðèñ. 4.2.2à) è I = 1.25 (ðèñ. 4.2.2á): êîîðäèíàòû z
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïëîñêîñòüþ x = x¯ (x¯  êîîðäèíàòà
x òî÷êè ðàâíîâåñèÿ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ñëó÷àéíûå
ñîñòîÿíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà, íàðÿäó
ñ óâåëè÷åíèåì ðàçáðîñà ñîñòîÿíèé âîêðóã ðàâíîâåñèÿ, ïîÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ
áîëüøèìè z-êîîðäèíàòàìè, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î íàëè÷èè òðàåêòîðèé áîëüøèõ
àìïëèòóä. Äëÿ I = 1.25 ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé ïðîèñ-
õîäèò ïðè ìåíüøåì øóìå, ÷åì äëÿ I = 1.2, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå I = 1.25 áëèæå
ê òî÷êå áèóðêàöèè I0.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû íàáëþäàþòñÿ ñëó÷àéíûå
ñîñòîÿíèÿ ñ x > −1. Çíà÷åíèå x = −1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïîðîãîâî-
ãî, ðàçäåëÿþùåãî â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ îêîëî
ðàâíîâåñèÿ è àçó ñïàéêîâ. Äëÿ èçìåðåíèÿ äîëè âðåìåíè, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà
ñïàéêè, â îáùåì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, ðàññìîòðèì êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó η = Tl
T
, ãäå Tl  âðåìÿ, êîòîðîå ïðîâîäèò ñèñòåìà â çîíå x > −1 è T  îáùåå
âðåìÿ. Íà ðèñ. 4.2.3 èçîáðàæåíû ãðàèêè óíêöèè η(ε) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
I. Ïðè ìàëîì øóìå ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî ðàâíîâåñèÿ,
ïîýòîìó η = 0. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà η âîçðàñòàåò.
Îáñóäèì, êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå
(4.2.1) ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Íà ðèñ. 4.2.4 ïî-
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èñóíîê 4.2.4  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà â çîíå ìîíîñòàáèëüíîñòè ñ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèåì.
êàçàíû ãðàèêè Λ(ε) äëÿ çíà÷åíèé I = 1.2 è I = 1.25. Çäåñü ÑÏË ðàññ÷èòàí
ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì Áåíåòòèíà ïî òðàåêòîðèÿì, íà÷èíàþùèìñÿ ñ äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ.
Äëÿ ñëàáîãî øóìà óíêöèÿ Λ(ε) èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðàê-
òè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè øóìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèíàìèêà ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, ñî ñëó÷àéíûìè êîëåáàíèÿìè ìàëîé
àìïëèòóäû (ñì. ðèñ. 4.2.1, 4.2.2). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè
øóìà óíêöèÿ Λ(ε) ìåíÿåò ñâîå ïîâåäåíèå. ÑÏË íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ è
ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, ÷òî óêàçûâàåò íà ïåðåõîä îò ïîðÿäêà ê õàî-
ñó. Çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîìó èçìåíåíèþ çíàêà,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà I. ×åì âûøå çíà÷åíèå I, òåì íèæå óðîâåíü
øóìà, ïðèâîäÿùåãî ê õàîòèçàöèè ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ ðèñ. 4.2.2
è ðèñ. 4.2.4, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ á¼ðñòîâûõ êîëå-
áàíèé ñîïðîâîæäàåòñÿ õàîòèçàöèåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ, è ïðîèñõîäèò ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ D-áèóðêàöèÿ.
Ñ ïîìîùüþ ðèñ. 4.2.2, 4.2.3 è 4.2.4 ìîæíî îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ïà÷å÷íûõ êîëåáàíèé.
Äëÿ I = 1.2 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.06, à äëÿ I = 1.25 èìååì ε∗ ≈ 0.04.
Ïîÿâëåíèå êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû ìîæíî îáúÿñíèòü îñîáåííîñòÿ-
ìè àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â çîíå I < I0. Çäåñü ðàâíîâå-
ñèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ, ñòðå-
ìÿòñÿ ê íåìó, íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò âåëè÷èíû íà÷àëüíî-
86
−1
0
−7−5
−3
1
1.1
1.2
1.3
y
z
x
v1
−1 0 1
1
1.1
1.2
1.3
x
z
v1
(à) (á)
èñóíîê 4.2.5  Äåòåðìèíèðîâàííûå àçîâûå òðàåêòîðèè è ñîáñòâåííûé
âåêòîð v1, ñîîòâåòñòâóþùèé íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 ìàòðèöû
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ I = 1.2: à) â ïðîñòðàíñòâå xyz, á) â
ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz.
ãî îòêëîíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòêëîíåíèå îòíîñèòåëüíî ìàëî, òðàåêòîðèè
ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ ìîíîòîííî. Åñëè íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå áîëüøå íåêî-
òîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ïåðåõîäíûé ïðîöåññ èìååò ñïàéê (ñì. ðèñ. 4.2.5).
Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå îòêëîíåíèÿ ïðèâîäèò ê òðàåêòîðèÿì ñ äâóìÿ, òðåìÿ è
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñïàéêîâ.
Äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ á¼ð-
ñòîâûõ êîëåáàíèé ïðèìåíèì òåõíèêó óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè (ÔÑ×). Íà ðèñ. 4.2.6 ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ â çîíå I ∈ (1.2, 1.288). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè
ê òî÷êå áèóðêàöèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ I1. Ñëó÷àéíûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû (4.2.1) ðàñïðåäåëåíû âîêðóã ðàâíîâåñèÿ íåðàâíîìåðíî. Ýòà íåðàâ-
íîìåðíîñòü ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà çíà÷èòåëüíûì ðàçëè÷èåì ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè I. Ïðè ýòîì äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû âûòÿíóòû â íàïðàâëåíèè ñîá-
ñòâåííîãî âåêòîðà v1, îòâå÷àþùåãî íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàò-
ðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè, è ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óçêèìè â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Òà-
êèì îáðàçîì, âåêòîð v1 ëîêàëèçóåò ãëàâíîå íàïðàâëåíèå îòêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ
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èñóíîê 4.2.6  Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ.
òðàåêòîðèé îò ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ àíàëèçà âîçíèêíîâåíèÿ ìóëüòè-
ìîäàëüíûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ãëàâíûõ íà-
ïðàâëåíèé è äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.
Íà ðèñ. 4.2.7 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ ïðÿìîé, âûõîäÿùåé èç ðàâíîâåñèÿ â íà-
ïðàâëåíèè v∗, íà ïëîñêîñòü xOz è èíòåðâàëû MM0, MM1, MM2 ñ íà÷àëîì â
ðàâíîâåñèè M , ñîîòâåòñòâóþùèå çîíàì ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ñïàéêîâ â ïåðå-
õîäíîì ïðîöåññå. Äåòåðìèíèðîâàííûå òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç ëþáîé âíóò-
ðåííåé òî÷êè èíòåðâàëà MM0, ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ ìîíîòîííî áåç ñïàéêîâ.
Åñëè íà÷àëüíûå òî÷êè áåðóòñÿ èç èíòåðâàëîâ MM1 èMM2, òðàåêòîðèè èìåþò
îäèí è äâà ñïàéêà ñîîòâåòñòâåííî.
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èñóíîê 4.2.7  Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü xOz ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
ðàâíîâåñèÿ â íàïðàâëåíèè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà v1, è èíòåðâàëû,
ñîîòâåòñòâóþùèå çîíàì ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ñïàéêîâ â ïåðåõîäíîì
ïðîöåññå, äëÿ I = 1.2.
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Ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíòåðâàëîâ ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé è îöåíèòü êðèòè÷åñêèå èíòåíñèâíî-
ñòè øóìà. Çíà÷åíèå ε0 ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó MM0: ïðè ε < ε0 â ñòîõàñòè-
÷åñêîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ îêîëî ðàâíîâåñèÿ.
Çíà÷åíèÿ ε1 è ε2 ìîãóò áûòü îöåíåíû ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëîâ MM2 è MM2 è
îòâå÷àþò íà÷àëó ãåíåðàöèè á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé ñ îäíèì è äâóìÿ ñïàéêàìè
ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ I = 1.2 ïîëó÷àåì ε0 ≈ 0.0675, ε1 ≈ 0.0684, ε2 ≈ 0.1084, à äëÿ I = 1.25
èìååì ε0 ≈ 0.0391, ε1 ≈ 0.0395, ε2 ≈ 0.0628. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî ñî-
ãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííû-
ìè âûøå.
4.2.2. Èíäóöèðîâàííûå ïåðåõîäû â çîíå áèñòàáèëüíîñòè
Èçó÷èì âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó (4.2.1) â ïàðàìåòðè-
÷åñêîé çîíå áèñòàáèëüíîñòè I ∈ (1.268, 1.288), â êîòîðîé ñîñóùåñòâóþò óñòîé-
÷èâîå ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 1.27. Íà ðèñ. 4.2.8 ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àéíûå òðà-
åêòîðèè (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz), íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà è
ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû ñèñòåìû (4.2.1) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èí-
òåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.0005) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñîñðå-
äîòî÷åíû âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà (ðèñ. 4.2.8à). Äëÿ çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, ïðåâûøàþùåãî íåêîòîðûé ïîðîã, ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè
ìîãóò ïåðåñå÷ü ñåïàðàòíóþ ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùóþ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà, è ïîïàñòü â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâî-
ãî ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4.2.8á äëÿ ε = 0.002). Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà
ìîãóò ïðîèñõîäèòü îáðàòíûå ïåðåõîäû èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â
áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ðèñ. 4.2.8â äëÿ ε = 0.07).
Äåòàëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíî-
ñòè øóìà ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.2.9, 4.2.10. àññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àé-
íûõ òðàåêòîðèé ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå  ïðÿìîé x = x¯. Íà ðèñ. 4.2.9 ïîêàçàíû
z -êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ïðè I = 1.27 è
I = 1.28. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ
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èñóíîê 4.2.8  Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, (â
ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz) è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ
I = 1.27: (à) ε = 0.0005, (á) ε = 0.002, (â) ε = 0.07.
ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ñ óâåëè÷åíèåì
øóìà ïîÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
íà÷àëó èíäóöèðîâàííîãî øóìîì ïåðåõîäà îò öèêëà ê ðàâíîâåñèþ. Ñ ïîìîùüþ
ðèñ. 4.2.9 ìîæíî ýìïèðè÷åñêè îöåíèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè
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èñóíîê 4.2.9  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ á¼ðñòîâûõ
êîëåáàíèé: z-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ x = x¯ â
çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε è z-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ (ïóíêòèð),
(à) I = 1.27, (á) I = 1.28.
øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ îò öèêëà ê
ðàâíîâåñèþ. Äëÿ I = 1.27 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.001, à äëÿ I = 1.28  ε∗ ≈ 0.009.
Íà ðèñ. 4.2.10 ïîêàçàíû ãðàèêè óíêöèè P (z) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ z-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ε. Ïðè ñëàáîì øóìå óíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
áèìîäàëüíîé ñ ïèêàìè, ðàñïîëîæåííûìè íàä ïðåäåëüíûì öèêëîì. Ñ óâåëè÷å-
íèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé â âåðõíåé ÷àñòè
öèêëà âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ïðàâûé ïèê ãðàèêà P (z) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå è øè-
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èñóíîê 4.2.10  Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé äëÿ
(à)I = 1.27, (á)I = 1.28.
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èñóíîê 4.2.11  Ôóíêöèÿ η = Tl
T
â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Çäåñü
Tl  ýòî âðåìÿ, ïðîâîäèìîå ñèñòåìîé â çîíå x > −1, à T  îáùåå âðåìÿ.
ðå. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ε ìîæíî íàáëþäàòü ïîÿâëåíèå ïèêà â çîíå
íàä ðàâíîâåñèåì, ò. å. óíêöèÿ P (z) ñòàíîâèòñÿ òðèìîäàëüíîé. Òàêîå êà÷å-
ñòâåííîå èçìåíåíèå îðìû óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò î
P -áèóðêàöèÿ â ñèñòåìå.
Äàííîå ÿâëåíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ òàêæå ïîäòâåðæäàåò-
ñÿ èçìåíåíèÿìè óíêöèè η(ε) (ñì. ðèñ. 4.2.11). Ôóíêöèÿ η(ε) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
êîíñòàíòíîé ïðè ìàëîì øóìå. Äëÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà, áîëüøèõ
íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî, η íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íà-
÷èíàåò ïðîâîäèòü âðåìåíè â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Äëÿ åùå áîëüøèõ
çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà çíà÷åíèÿ η óâåëè÷èâàþòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
íà÷àëó îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ èíòåí-
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èñóíîê 4.2.12  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà â çîíå ñîñóùåñòîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëà è ðàâíîâåñèÿ.
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èñóíîê 4.2.13  (a) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÔÑ× äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà
(ñâåðõó); x-êîîðäèíàòû ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ I = 1.27 (âíèçó); (á)
ïðåäåëüíûé öèêë (÷åðíàÿ) è ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (ñåðàÿ) äëÿ I = 1.27
è ε = 0.003. Òðàåêòîðèÿ âûõîäèò â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ÷àñòè
öèêëà, îáîçíà÷åííîé êàê ¾çîíà ïåðåõîäà¿ (¾transition region¿).
ñèâíîñòè øóìà, íàéäåííûå âûøå (ε∗ ≈ 0.001 äëÿ I = 1.27 è ε∗ ≈ 0.009 äëÿ
I = 1.28), ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëó óáûâàíèÿ óíêöèè η.
Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû â çîíå áèñòà-
áèëüíîñòè I ∈ (1.268, 1.288) ñâÿçàíû ñ äèíàìèêîé ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ.
Íà ðèñ. 4.2.12 ïîêàçàíû ãðàèêè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà Λ(ε) äëÿ
I = 1.27, I = 1.28. Çäåñü ÑÏË ðàññ÷èòûâàëñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, íà÷èíàþùèìñÿ
ñ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè íóëåâîì øóìå, î÷åâèäíî, Λ(0) = 0. Ïðè ñëàáîì øó-
ìå óíêöèè Λ(ε) óáûâàþò. Îòðèöàòåëüíîñòü ÑÏË îòðàæàåò èíäóöèðîâàííóþ
øóìîì ñòàáèëèçàöèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè
øóìà óíêöèÿ Λ(ε) íà÷èíàåò âîçðàñòàòü, ìåíÿåò ñâîé çíàê è ñòàíîâèòñÿ ïîëî-
æèòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå øóìà ìåíÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû â çîíå
áèñòàáèëüíîñòè îò ðåãóëÿðíîãî ê õàîòè÷åñêîìó. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èíäó-
öèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû â ýòîé çîíå ñîïðîâîæäàþòñÿ D-áèóðêàöèÿìè ñ
ïåðåõîäàìè ê õàîñó.
Èçó÷èì ñòîõàñòè÷åñêèé åíîìåí èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ ÔÑ×. Íà ðèñ. 4.2.13 ïîêàçàíû íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
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èñóíîê 4.2.14  Ìåòîä ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé: ïðåäåëüíûé öèêë (ñïëîøíàÿ
÷åðíàÿ), ðàâíîâåñèå (çåëåíàÿ), íàïðàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ÔÑ× (ñèíÿÿ), òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåïàðàòðèñîé (êðàñíàÿ) äëÿ I = 1.28 (â ïðîåêöèè íà xOz).
íèÿ ìàòðèö ÔÑ× ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ I = 1.27. Íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé
ðàçáðîñ çíà÷åíèé âäîëü öèêëà. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòü öèêëà ñ ìèíèìàëüíûìè x-
êîîðäèíàòàìè èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü (ìàêñè-
ìóì íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ÔÑ× λ1(t)). Äðóãèå äâà ïèêà ÔÑ×
ñîîòâåòñòâóþò ñïàéêàì öèêëà.
Íà ðèñ. 4.2.13â ïîêàçàí ïðåäåëüíûé öèêë ñî ñòîõàñòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé
ïðè I = 1.27 è ε = 0.003. Òðàåêòîðèÿ âûõîäèò â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
èç íèæíåé ïðàâîé ÷àñòè öèêëà (íà ðèñ. 4.2.13â îáîçíà÷åíà êàê ¾çîíà ïåðåõîäà¿).
Ñîáñòâåííûå âåêòîðû v1(t), ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ÔÑ× λ1(t), ëîêàëèçóþò ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ îòêëîíåíèé ñëó÷àé-
íûõ òðàåêòîðèé îò öèêëà. àññìîòðèì òî÷êè ξi ïðåäåëüíîãî öèêëà èç çîíû
ïåðåõîäà è âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé vi äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê. Íà
ðèñ. 4.2.14 ïîêàçàí ïðåäåëüíûé öèêë äëÿ I = 1.28 è ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
òî÷êè ξi â íàïðàâëåíèÿõ vi. àññìîòðèì èíòåðâàëû, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ξi
è çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà ñåïàðàòíîé ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùèé áàññåéíû ïðèòÿ-
æåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è ðàâíîâåñèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíòåðâàëîâ, ìîæíî
îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó
èíäóöèðîâàííîãî øóìîì ïåðåõîäà îò öèêëà ê ðàâíîâåñèþ. Äëÿ I = 1.27 ïîëó-
÷àåì ε∗ ≈ 0.0015, äëÿ I = 1.275 èìååì ε∗ ≈ 0.0067 è äëÿ I = 1.28 ïîëó÷àåì
ε∗ ≈ 0.02. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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èñóíîê 4.2.15  Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ ïåðåõîäîâ ñ
öèêëà ê ðàâíîâåñèþ (LC) è íàîáîðîò (EQ).
Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â ðàçäåëå 4.2.1, îöåíèì êðèòè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ ïåðåõîäîâ îò ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó.
Äëÿ I = 1.27 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.0254, äëÿ I = 1.275 èìååì ε∗ ≈ 0.0205 è äëÿ
I = 1.28 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.0147.
Ñðàâíèì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ ïåðåõîäîâ îò
öèêëà ê ðàâíîâåñèþ è íàîáîðîò. Íà ðèñ. 4.2.15 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæå-
íèè ïàðàìåòðà I ê òî÷êå áèóðêàöèè I1 êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè
øóìà äëÿ ïåðåõîäîâ ñ ðàâíîâåñèÿ óìåíüøàþòñÿ, à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ
ïåðåõîäîâ ñ öèêëà âîçðàñòàþò. Ýòî îáúÿñíÿåò òîò àêò, ÷òî ïðè ìåíüøèõ çíà-
÷åíèÿõ I â ñèñòåìå äîìèíèðóåò ðàâíîâåñèå, íî áëèæå ê I1, ïðåäåëüíûé öèêë
ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ ñèñòåìû.
4.2.3. Èíäóöèðîâàííûå øóìîì òðàíñîðìàöèè
ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé â ïà÷å÷íûå âáëèçè êàñêàäà
áèóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà
Èçó÷èì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (4.2.1) â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå
I ∈ (3.37, 5.4), â êîòîðîé åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ñïàéêîâîãî òèïà.
àññìîòðèì çíà÷åíèå I = 3.7. Â ýòîì ñëó÷àå àòòðàêòîðîì äåòåðìèíè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñïàéêîâûé öèêë ñ îäíèì ñïàéêîì çà ïåðèîä. Íà
ðèñ. 4.2.16(à-á) ïîêàçàíû ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ýòîãî äåòåðìè-
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èñóíîê 4.2.16  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè è âðåìåííûå ðÿäû ïðè I = 3.7:
(à) ε = 0.01, (á) ε = 0.1.
íèðîâàííîãî öèêëà (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xOz) è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàè-
êè x(t) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øóìå
(ε = 0.01) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ëîêàëèçóþòñÿ â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè
äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Òèï êîëåáàíèé îñòàåòñÿ ñïàéêîâûì, ñ
îäíèì ñïàéêîì çà ïåðèîä (ðèñ. 4.2.16à). Ýòîò ðåæèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñòîõàñòè÷åñêèé ñïàéêèíã. Åñëè èíòåíñèâíîñòü øóìà áîëüøå íåêîòîðîãî ïîðî-
ãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 0.1), ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè óõîäÿò äàëåêî îò äåòåðìè-
íèðîâàííîãî öèêëà â çîíó ñ ìåíüøèìè z-êîîðäèíàòàìè, à çàòåì íàáëþäàåò-
ñÿ îñöèëëÿöèîííûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ê äåòåðìèíèðîâàííîìó
öèêëó (ðèñ. 4.2.16á). Íà ãðàèêå x(t) îò÷åòëèâî ìîæíî çàìåòèòü ÷åðåäîâàíèå
àç ñïàéêèíãà è ïîêîÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè øóìà òèï
êîëåáàíèé òðàíñîðìèðîâàëñÿ â ïà÷å÷íûé (á¼ðñòîâûé).
èñ. 4.2.17 ïîêàçûâàåò, êàê ïðè âîçäåéñòâèè øóìà ìåíÿåòñÿ ðàçáðîñ ñëó-
÷àéíûõ òðàåêòîðèé ïðè I = 3.7. Çäåñü èçîáðàæåíû z-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå  ïëîñêîñòüþ x = x¯ (x¯ 
x-êîîðäèíàòà ðàâíîâåñèÿ) â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè äå-
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èñóíîê 4.2.17  àçáðîñ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé äëÿ I = 3.7 â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà: z-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé
ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå x = x¯.
òåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà è èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ äèñïåðñèþ. Ñ
óâåëè÷åíèåì øóìà íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå z-êîîðäèíàò â ñòîðî-
íó ìåíüøèõ çíà÷åíèé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé.
Èçó÷èì ýòîò ñòîõàñòè÷åñêèé åíîìåí ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêî-
âûõ èíòåðâàëîâ (ISI). Íà ðèñ. 4.2.18 èçîáðàæåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ISI ïðè I = 3.7 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè
ìàëîì øóìå (ε = 0.01) óíêöèÿ èìååò îäèí ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîäó äå-
òåðìèíèðîâàííîãî öèêëà (T = 27). Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 0.02) ïîÿâëÿåòñÿ
íîâûé ïèê (ñì. óâåëè÷åííûé ðàãìåíò íà ðèñ. 4.2.18) óíêöèè â çîíå äëèííûõ
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èñóíîê 4.2.18  Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ äëÿ
I = 3.7. Ñåðàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ïåðèîä öèêëà äëÿ I = 3.7.
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èñóíîê 4.2.19  Ñòàòèñòèêè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ: (à) ñðåäíåå, (á)
êîýèöèåíò âàðèàöèè. Ñåðàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ïóàññîíîâñêèé ïðåäåë
(CV = 1). Òðåóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åíû îöåíêè êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè
øóìà.
ISI (τ ≈ 120), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé (äëèííûé èí-
òåðâàë ñîîòâåòñòâóåò àçå ïîêîÿ). Îäíàêî îæèäàåìîå óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî ISI
íå ïðîèñõîäèò (ñì. ðèñ. 4.2.19à). Íàïðîòèâ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ISI óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì øóìà. Ýòîò ýåêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî
îäíîâðåìåííî ñ ïîÿâëåíèåì äëèííûõ ISI ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå â çîíå
êîðîòêèõ ISI (ñì. ðèñ. 4.2.18, ëåâàÿ ÷àñòü). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷å-
íèåì øóìà (ε = 0.02) ïèê ïëîòíîñòè â çîíå êîðîòêèõ ISI ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà
ïèêà, ïðè ýòîì íîâûé ïèê ñîîòâåòñòâóåò áîëåå êîðîòêèì èíòåðâàëàì (τ ≈ 11),
÷òî îòðàæàåò óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû ñïàéêîâ â àêòèâíîé àçå â îáðàçîâàâøèõ-
ñÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèÿõ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà
(ε = 0.1) íà÷èíàþò äîìèíèðîâàòü áîëåå êîðîòêèå èíòåðâàëû, è äâà ïèêà â
çîíå êîðîòêèõ ISI ñëèâàþòñÿ â îäèí. Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ
âîçìóùåíèé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ISI ñíà÷àëà ìåíÿåòñÿ îò óíèìîäàëüíîé ê
98
0 1 2 3 4
x 10−3
0
0.01
0.02
0.03
 
 
I=3.27
I=3.4
I=3.5
I=3.7
Λ
ε
èñóíîê 4.2.20  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà.
òðèìîäàëüíîé, à çàòåì ñòàíîâèòñÿ áèìîäàëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò, â ñèñòåìå ïðîèñ-
õîäèò P -áèóðêàöèÿ [23℄, ñâÿçàííàÿ ñ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ
ISI â ñòîõàñòè÷åñêîì öèêëå.
åçþìèðóÿ, ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåõîä îò ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé ê ïà÷å÷íûì
êîëåáàíèÿì õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ýåêòàìè: ïîÿâëåíèåì äëèííûõ ISI, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ àçå ïîêîÿ, è ñäâèãîì ïèêîâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòîðîíó
áîëåå êîðîòêèõ ISI (ò.å., óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ñïàéêîâ â àêòèâíîé àçå). Äëèí-
íûå ISI íàáëþäàåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI óìåíüøàåòñÿ
ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà.
Íà ðèñ. 4.2.19á ïîêàçàíû ãðàèêè êîýèöèåíòà âàðèàöèè (CV) äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ I â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε. Ïðè ìàëîì øóìå CV áëèçîê
ê íóëþ. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå óâåëè÷åíèå CV, ÷òî óêàçûâà-
åò íà ðîñò èçìåí÷èâîñòè ISI ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Ýòî ÿâëåíèå
èçâåñòíî êàê àíòèêîãåðåíòíûé ðåçîíàíñ [96℄. Çíà÷åíèÿ CV äîñòèãàþò íåêîòî-
ðîãî ìàêñèìóìà, è ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà êîýèöèåíò âàðèàöèè
îñòàåòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííûì è áëèçêèì ê ïóàññîíîâñêîìó ïðåäåëó, CV = 1.
èñ. 4.2.16â è ðèñ. 4.2.19 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè äëÿ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîõàñòè÷åñêîìó
ïåðåõîäó îò ñïàéêîâîãî ðåæèìà ê á¼ðñòîâîìó. Äëÿ I = 3.4 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.003,
äëÿ I = 3.5  ε∗ ≈ 0.006, äëÿ I = 3.7 èìååì ε∗ ≈ 0.02, à äëÿ I = 3.9 ïîëó÷àåì
ε∗ ≈ 0.04 (ñì. ðèñ. 4.2.19, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà îòìå÷åíû
òðåóãîëüíèêàìè).
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èñóíîê 4.2.21  Äåòåðìèíèðîâàííûå àçîâûå òðàåêòîðèè äëÿ I = 3.5:
õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (çäåñü äâóìÿ
öâåòàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàçíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ìîäåëè).
àññìîòðèì, êàê èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû îò ñïàéêèíãà ê á¼ð-
ñòèíãó ñâÿçàíû ñ ïîâåäåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Íà ðèñ. 4.2.20
ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ÑÏË Λ(ε) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé I â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè I = 3.27 äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðó-
åò õàîòè÷åñêèé á¼ðñòèíã è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ε = 0 ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
ïîëîæèòåëåí. Óâåëè÷åíèå øóìà ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó ðîñòó Λ.
Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà I, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîíè÷åñêîìó ñïàéêèíãó,
Λ(0) = 0. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà çíà÷åíèÿ Λ ñíà÷àëà íåìíîãî óìåíüøàþòñÿ, ñòà-
íîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, à çàòåì ðåçêî âîçðàñòàþò è ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûìè. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ Λ áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãî á¼ðñòèíãà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëü Λ â çîíå òîíè÷åñêîãî ñïàéêèíãà î÷åíü ÷óâñòâèòåëåí
ê øóìó. Äàæå ïðè äîâîëüíî ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà ðåãóëÿðíûå ñòîõàñòè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ òðàíñîðìèðóþòñÿ â õàîòè÷åñêèå. Çàìåòèì, ÷òî õàîòèçàöèÿ,
âûçâàííàÿ øóìîì, âîçíèêàåò ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè âîçìóùå-
íèé, ÷åì ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì, õàî-
òèçàöèÿ ïðåäøåñòâóåò ãåíåðàöèè á¼ðñòèíãà.
Ïîÿâëåíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé ìîæíî îáúÿñ-
íèòü îñîáåííîñòÿìè àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû. Õàðàêòåð
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èñóíîê 4.2.22  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ (à)
I = 3.5, (á) I = 3.7. Êðóæêîì îáîçíà÷åíî ïîëîæåíèå êîýèöèåíòà
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M = max
[0,T ]
λ1(t). (â) Êîýèöèåíò
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè â çîíå ñïàéêîâûõ öèêëîâ.
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà äëÿ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ âáëèçè äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî öèêëà, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëû, òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê öèêëó ìîíîòîííî. Åñ-
ëè íà÷àëüíûå îòêëîíåíèÿ âûøå íåêîòîðûõ ïîðîãîâûõ, òðàåêòîðèÿ óõîäèò äî-
ñòàòî÷íî äàëåêî îò öèêëà è ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó, äåëàÿ íåñêîëüêî âèòêîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñïàéêàì (ðèñ. 4.2.21). Òàêèì îáðàçîì, â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü (¾ïñåâäîñåïàðàòðèñà¿), ðàçäåëÿ-
þùàÿ çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðàçíûì ïåðåõîäíûì ðåæèìàì.
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èñóíîê 4.2.23  Çîíà ïåðåõîäà (ò.å. ÷àñòü öèêëà, ñ êîòîðîé ñòîõàñòè÷åñêèå
òðàåêòîðèè âûõîäÿò â çîíó á¼ðñòèíãà) è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü
öèêëà äëÿ I = 3.7: (à) íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 ìàòðèöû ÔÑ×
âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà; (á) ïðåäåëüíûé öèêë â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå; çîíà
ïåðåõîäà (êâàäðàò), ÷àñòü öèêëà ñ íàèáîëüøåé ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòüþ (êðóæîê).
Äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé
ïðèìåíèì ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Íà ðèñ. 4.2.22(à-á) èçîáðà-
æåíû ãðàèêè íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ÔÑ× ïðåäåëüíîãî
öèêëà äëÿ I = 3.5 è I = 3.7. Ìîæíî íàáëþäàòü çíà÷èòåëüíóþ íåðåãóëÿðíîñòü
ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé âäîëü öèêëà. Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ÔÑ× ñîîò-
âåòñòâóþò àçå ñïàéêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èçìåíåíèè I ñèëüíî ìåíÿåòñÿ
îðìà ãðàèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÔÑ×.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëà â öåëîì óäîáíî
èñïîëüçîâàòü êîýèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M = max
[0,T ]
λ1(t).
Íà ðèñ. 4.2.22â ïðåäñòàâëåí ãðàèê êîýèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè M(I) äëÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â çîíå ñïàéêèíãà. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ
áèóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñòîõàñèòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü âîçðàñ-
òàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïåðèîäà öèêëîâ.
àññìîòðèì òî÷êó x˜ ïðåäåëüíîãî öèêëà èç ¾çîíû ïåðåõîäà¿, ò. å. ÷àñòè
öèêëà, ñ êîòîðîé ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè âûõîäÿò â çîíó á¼ðñòèíãà â à-
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èñóíîê 4.2.24  Òî÷êà äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (êðóæîê),
äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû (ñïëîøíàÿ, ïóíêòèðíàÿ) ïðè äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè P = 0.99, ïñåâäîñåïàðàòðèñà (øòðèõïóíêòèð) äëÿ I = 3.7.
çîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 4.2.23). Çàìåòèì, ÷òî çîíîé ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ íå
÷àñòü öèêëà ñ ìàêñèìàëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ, à çîíà, â êî-
òîðîé áîëüøàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñî÷åòàåòñÿ ñ áëèçîñòüþ ê ïñåâäîñåïàðàòðèñå.
Äëÿ âûáðàííîé òî÷êè x˜ ïîñòðîèì ñå÷åíèå Ïóàíêàðå  ïëîñêîñòü Π, îðòî-
ãîíàëüíóþ öèêëó âáëèçè ýòîé òî÷êè. Â ýòîé ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ïñåâäîñåïàðà-
òðèñó (ïåðåñå÷åíèå ñåïàðàòíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ Π). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òèïà ïåðåõîäíîãî ðåæèìà (ñïàéêîâîãî èëè á¼ðñòîâîãî) ìû èñïîëü-
çóåì ïîðîãîâîå çíà÷åíèå x = −1: åñëè äåòåðìèíèðîâàííàÿ òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèò
òî÷êè ñ x < −1, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òèï ïåðåõîäíîãî ðåæèìà ÿâëÿåòñÿ á¼ðñòî-
âûì. Íà ðèñ. 4.2.24 ïîêàçàíà òî÷êà öèêëà èç çîíû ïåðåõîäà äëÿ I = 3.7, ïñåâäî-
ñåïàðàòðèñà è äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà
(äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà P = 0.99). Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà (ε = 0.01) äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ áëèçîê ê äåòåðìèíèðîâàííîìó
öèêëó (ñì. ðèñ. 4.2.24à). Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.02) ýëëèïñ
ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó (ñì. ðèñ. 4.2.24á). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â çîíó
á¼ðñòèíãà â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåíñèâíîñòü øóìà, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïå-
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ðåñå÷åíèþ äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ñ ïñåâäîñåïàðàòðèñîé, ìîæíî îöåíèòü êàê
êðèòè÷åñêóþ äëÿ íà÷àëà ñòîõàñòè÷åñêîãî á¼ðñòèíãà. Äëÿ I = 3.7 ïîëó÷àåì
çíà÷åíèå ε∗ ≈ 0.02, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.
4.3. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü
Õèíäìàðø-îóç ñ òîðîèäàëüíûìè ðåøåíèÿìè
àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèèêàöèþ [88℄ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè
Õèíäìàðø-îóç:
x˙ = sax3 − sx2 − y − bz
y˙ = ϕ(x2 − y)
z˙ = r(sαx+ β − kz),
(4.3.1)
ãäå x  ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë, y  ïåðåìåííàÿ àêòèâàöèè èîííûõ êàíàëîâ, z
 âîññòàíîâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ; a, b, k, r, s, α, β, ϕ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè
ñèñòåìû. Ìàëûé ïàðàìåòð r (0 < r ≪ 1) îòâå÷àåò çà ðàçäåëåíèå âðåìåííûõ
ìàñøòàáîâ.
Â ýòîé ðàáîòå ìû èêñèðóåì a = 0.5, b = 10, k = 0.2, s = −1.95, α = −0.1,
ϕ = 1, r = 10−5 è èññëåäóåì äèíàìèêó ñèñòåìû (4.3.1) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà
β.
Íà ðèñ. 4.3.1 ïîêàçàíà áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äåòåðìèíèðîâàííîé
ñèñòåìû (4.3.1) â çîíå β ∈ (−0.22,−0.13). Ïðè β < β1 ≈ −0.1927 ñèñòåìà
èìååò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Ïðè óâåëè÷åíèè β ðàâíîâåñèå òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü â ðåçóëüòàòå ìÿãêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó β = β1, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðå-
äåëüíûé öèêë îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì â î÷åíü óçêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ: âáëèçè
áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà ïðîèñõîäèò áèóðêàöèÿ Íåéìàðêà-Ñàêåðà ñ ãå-
íåðàöèåé èíâàðèàíòíîãî òîðà. Óñòîé÷èâûå òîðû íàáëþäàþòñÿ â ñèñòåìå ïðè
−0.1927 . β < β2 ≈ −0.1603. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç òî÷êó β = β2, âîç-
íèêàåò îáðàòíàÿ áèóðêàöèÿ Íåéìàðêà-Ñàêåðà, è â çîíå β > β2 åäèíñòâåííûì
àòòðàêòîðîì ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Â ýòîé ìîäåëè âáëèçè
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èñóíîê 4.3.1  Áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà: óñòîé÷èâîå (÷åðíûé,
øòðèõïóíêòèð) è íåóñòîé÷èâîå (÷åðíûé, ïóíêòèð) ðàâíîâåñèå, ìàêñèìàëüíûå
è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ x-êîîðäèíàò âäîëü óñòîé÷èâûõ (ñèíèé, ñïëîøíàÿ) è
íåóñòîé÷èâûõ (ñèíèé, ïóíêòèð) ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ìàêñèìàëüíûå è
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ x-êîîðäèíàò âäîëü èíâàðèàíòíûõ òîðîâ (êðàñíûé,
ñïëîøíàÿ).
òî÷åê áèóðêàöèé Íåéìàðêà-Ñàêåðà íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíîå íåëèíåéíîå ÿâëå-
íèå ¾âçðûâà êàíàðäîâ òîðîèäàëüíîãî òèïà¿ [92℄.
Íà ðèñ. 4.3.2 ïîêàçàíû ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû
(4.3.1). Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû â
ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå β < β1. Ýòîò äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò ñîñòî-
ÿíèþ ïîêîÿ íåéðîíà. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â çîíå β < β1 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì
âîçáóäèìîñòè: õàðàêòåð ïåðåõîäà ê ðàâíîâåñèþ çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëü-
íîé òî÷êè. Åñëè îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêî, òðàåêòîðèÿ óõî-
äèò äàëåêî îò íåãî, ñîâåðøàÿ âðàùåíèÿ âîêðóã íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, à çàòåì
ìåäëåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñèþ (ñì. ðèñ. 4.3.2à). Èíâàðèàíòíûé òîð â
çîíå β1 < β < β2 ìîäåëè (4.3.1) îïèñûâàåò îñîáûé òèï á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé
(ðèñ. 4.3.2á), à ïðåäåëüíûé öèêë â çîíå β > β2 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó áûñòðîãî
òîíè÷åñêîãî ñïàéêèíãà (ðèñ. 4.3.2â).
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èñóíîê 4.3.2  Äåòåðìèíèðîâàííûå àòòðàêòîðû (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè
xOy, xOz) è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ (a) β = −0.193
(çåëåíûé  óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå; ñèíèé  òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â
îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ), (á) β = −0.162 (óñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð), (â)
β = −0.15 (óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë).
4.4. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü Õèíäìàðø-îóç ñ
òîðîèäàëüíûìè ðåøåíèÿìè
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè (4.3.1):
x˙ = sax3 − sx2 − y − bz + εw˙
y˙ = ϕ(x2 − y)
z˙ = r(sαx+ β − kz),
(4.4.1)
106
ãäå w ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè E(w(t) −
w(s)) = 0, E(w(t)− w(s))2 = |t− s| è ε çàäàåò èíòåíñèâíîñòü øóìà.
4.4.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàíñîðìàöèÿ ñïàéêîâûõ
êîëåáàíèé â òîðîèäàëüíûå ïà÷å÷íûå âáëèçè áèóðêàöèè
Íåéìàðêà-Ñàêåðà
Ñíà÷àëà èññëåäóåì âëèÿíèå øóìà íà ñèñòåìó â çîíå β > β2 ≈ −0.1603
âáëèçè áèóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà, ãäå àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñè-
ñòåìû (4.3.1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.
àññìîòðèì çíà÷åíèå β = −0.159. Íà ðèñ. 4.4.1 ïîêàçàíû ñëó÷àéíûå òðà-
åêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà è ñîîòâåòñòâóþùèå âðå-
ìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîì çíà÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.0001) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè
ñîñðåäîòî÷åíû â ìàëîé îêðåñòíîñòè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîìó ñïàéêîâîìó ðåæèìó (ñì. ðèñ. 4.4.1à). Äëÿ
áîëüøåé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.0004) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè îòêëîíÿþò-
ñÿ äàëåêî îò ïðåäåëüíîãî öèêëà, è ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ ñòðóêòóðû, ïîõîæåé
íà òîð (ñì. ðèñ. 4.4.1á). Íà ãðàèêå x(t) ìîæíî íàáëþäàòü ÷åðåäîâàíèå êîëå-
áàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû è ìàëîàìïëèòóäíûõ ëóêòóàöèé âáëèçè íåóñòîé-
÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì øóìà êîëåáàíèÿ
òðàíñîðìèðîâàëèñü èç òîíè÷åñêèõ ñïàéêîâûõ â á¼ðñòîâûå.
àññìîòðèì äðóãîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  β = −0.15. Íà ðèñ. 4.4.2 ïîêà-
çàíû ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øóìå (ε = 0.001)
ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ðàñïîëîæåíû âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñïàéêîâîé àêòèâíîñòè. Ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà (ε = 0.005) îáðàçóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé òîð, è òèï êîëåáàíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü ñòîõàñòè÷åñêèì á¼ðñòîâûì.
Òàêèì îáðàçîì, â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå β > β2, ãäå àòòðàêòîðîì äåòåðìè-
íèðîâàííîé ñèñòåìû (4.3.1) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, øóì ãåíåðèðóåò íîâóþ
äèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïîõîæóþ íà òîð, è äèíàìè÷åñêèé ðåæèì òðàíñîð-
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èñóíîê 4.4.1  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè xOy,
xOz) è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ β = −0.159: (à) ε = 0.0001,
(á) ε = 0.0004.
ìèðóåòñÿ èç òîíè÷åñêîãî ñïàéêîâîãî â á¼ðñòîâûé.
Èçó÷èì äåòàëè ïåðåõîäà îò ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé ê òîðîèäàëüíûì á¼ðñòî-
âûì. Íà ðèñ. 4.4.3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü z-êîîðäèíàò ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé äëÿ β = −0.159 è β = −0.15 îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Äëÿ ìàëûõ èíòåíñèâ-
íîñòåé øóìà ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà è èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ äèñïåðñèþ. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà
äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ðåçêî âîçðàñòàåò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ
òîðîèäàëüíûõ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çíà÷åíèÿ β = −0.159,
108
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0.2
0.5
0.8
1.1
x
y
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0.2
0.5
0.8
1.1
x
y
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−2
−1.5
−1
−0.5
x 10−3z
x 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−2
−1.5
−1
−0.5
x 10−3z
x
0 10000 20000
0.2
0.5
0.8
1.1
x
t 0 10000 20000
0.2
0.5
0.8
1.1
x
t
(à) (á)
èñóíîê 4.4.2  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè (â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè xOy,
xOz) è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû x(t) äëÿ β = −0.15: (à) ε = 0.001,
(á) ε = 0.005.
êîòîðîå áëèæå ê òî÷êå áèóðêàöèè β2, ãåíåðàöèÿ òîðîèäàëüíûõ êîëåáàíèé íà-
áëþäàåòñÿ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ÷åì ïðè β = −0.15.
Âåëè÷èíó ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì òîðîâ. ×òîáû äî-
ïîëíèòåëüíî îõàðàêòåðèçîâàòü âðåìåííûå îñîáåííîñòè òîðîèäàëüíûõ êîëåáà-
íèé, ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè (PSD). Íà ðèñ. 4.4.4 ïî-
êàçàíû ãðàèêè PSD äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ àòòðàêòîðîâ (ïðåäåëüíûé öèêë
è òîð). Íà ðèñ. 4.4.4à è ðèñ. 4.4.4á ïðåäñòàâëåíû PSD äëÿ β = −0.159 (äå-
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èñóíîê 4.4.3  Èíäóöèðîâàííûé øóìîì á¼ðñòèíã: z-êîîðäèíàòû
ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ (à) β = −0.159, (á) β = −0.15.
òåðìèíèðîâàííûé ïðåäåëüíûé öèêë) è β = −0.162 (äåòåðìèíèðîâàííûé òîð).
Ïðè β = −0.159, PSD èìååò îäèí ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòîòå òîíè÷åñêèõ
ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé: ν ≈ 0.12 ö (ñì. ðèñ. 4.4.4à). àñïðåäåëåíèå ÷àñòîò äëÿ
òîðîèäàëüíûõ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé â ìîäåëè (4.4.1) áîëåå ñëîæíî. PSD äëÿ
β = −0.162 èìååò ïèê íàä ÷àñòîòîé ν ≈ 0.0001 ö. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìåæá¼ð-
ñòîâîé ÷àñòîòå (äîëãîé àçå ïîêîÿ). Íàáëþäàåòñÿ òàêæå çíà÷èòåëüíàÿ ìîù-
íîñòü â øèðîêîì èíòåðâàëå áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò 0.05 < ν < 0.15, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò áûñòðûì ñïàéêîâûì êîëåáàíèÿì â àêòèâíîé àçå á¼ðñòà (ñì. ðèñ. 4.4.4á).
àññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîä äåéñòâèåì øóìà
äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ðåæèì òîíè÷åñêîãî ñïàéêèíãà) ïðè β = −0.159. Ïðè
íåáîëüøîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.0001) PSD èìååò îäèí ïèê, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ÷àñòîòå ν ≈ 0.12 ö (ñì. ðèñ. 4.4.4â). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîìó
ñïàéêîâîìó ðåæèìó. Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.0004) ïîÿâëÿ-
åòñÿ íîâûé äîïîëíèòåëüíûé ïèê íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (ν ≈ 0.0001 ö), à ïèê
íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ðàñøèðÿåòñÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà èíäóöèðîâàííûé
øóìîì ïåðåõîä îò ðåæèìà òîíè÷åñêèõ ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé ê òîðîèäàëüíûì
ïà÷å÷íûì.
Äîïîëíèòåëüíî ïðîàíàëèçèðóåì âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI). ßâëå-
íèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì òîðîèäàëüíûõ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé ïîäòâåðæäà-
åòñÿ èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ISI, ãðàèêè êîòîðîé ïîêàçàíû íà
ðèñ. 4.4.5 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β è èíòåíñèâíîñòè øóìà ε. àñ-
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èñóíîê 4.4.4  Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äëÿ (à) β = −0.159, ε = 0
(äåòåðìèíèðîâàííûé ïðåäåëüíûé öèêë), (á) β = −0.162, ε = 0
(äåòåðìèíèðîâàííûé òîð), (â) β = −0.159 (ε = 0.0001 è ε = 0.0004).
ñìîòðèì β = −0.159. Äëÿ íåáîëüøîãî øóìà (ε = 0.0001) ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èìååò îäèí ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîäó ïðåäåëüíîãî öèêëà: T ≈ 8.17
(ñì. ðèñ. 4.4.5á). Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà (ε = 0.0004) óíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ áèìî-
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èñóíîê 4.4.5  Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI) äëÿ
(à) β = −0.162 (ε = 0), (á) β = −0.159, (â) β = −0.15.
äàëüíîé: ìîæíî íàáëþäàòü íîâûé ïèê â çîíå äëèííûõ ISI (τ ≈ 3500). Ïîÿâëåíèå
äëèííûõ ISI óêàçûâàåò íà èíäóöèðîâàííûé øóìîì ïåðåõîä ê ðåæèìó á¼ðñòèíãà
(äëèííûé èíòåðâàë ñîñòàâëÿåò àçó ïîêîÿ). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà
(ε = 0.001) ïèê â çîíå äëèííûõ ISI ñìåùàåòñÿ âëåâî (òàêèì îáðàçîì, èíòåðâà-
ëû ïîêîÿ ñîêðàùàþòñÿ). Ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ òàêæå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â çîíå êîðîòêèõ ISI: îðìà óíêöèè ïëîòíîñòè ñòà-
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èñóíîê 4.4.6  Ñòàòèñòèêè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI): (à) îáùåå ñðåäíåå
çíà÷åíèå, (á) îáùèé êîýèöèåíò âàðèàöèè (CV), (â) ñðåäíåå çíà÷åíèå (â
á¼ðñòå), ã) ñðåäíèé èíòåðâàë ïîêîÿ, äëÿ ε = −0.159 (ñèíèé, ñïëîøíàÿ),
ε = −0.155 (êðàñíûé, ïóíêòèð), ε = −0.15 (çåëåíûé, øòðèõïóíêòèð).
íîâèòñÿ ïîõîæà íà îðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ äåòåðìèíèðîâàííîìó òîðó (ñì.
ðèñ. 4.4.5à äëÿ β = −0.162). Àíàëîãè÷íûå òðàíñîðìàöèè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ISI ïðîèñõîäÿò òàêæå äëÿ β = −0.15 (ñì. ðèñ. 4.4.5â), ÷òî óêàçûâàåò
íà ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåõîä ê ðåæèìó á¼ðñòèíãà. Èçìåíåíèå îðìû ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ îò óíèìîäàëüíîé ê áèìîäàëüíîé îçíà÷àåò P -áèóðêàöèþ [23℄,
ñâÿçàííóþ ñ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ ISI äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé.
Íà ðèñ. 4.4.6 ïîêàçàíû îáùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå m (ðèñ. 4.4.6à) è îáùèé
êîýèöèåíò âàðèàöèè CV (ðèñ. 4.4.6á) ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ, à òàêæå
ñðåäíåå çíà÷åíèå â á¼ðñòå ms (ðèñ. 4.4.6â) è ñðåäíèé ìåæá¼ðñòîâûé èíòåðâàë
(èíòåðâàë ïîêîÿ) mq (ðèñ. 4.4.6ã) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β ïðè èç-
ìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàëûõ øóìîâ îáùåå
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èñóíîê 4.4.7  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà.
ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI ïî÷òè ïîñòîÿííî è ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó ñïàéêîâîãî ïðå-
äåëüíîãî öèêëà. Óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà âûçûâàåò ðåçêèé ðîñò îáùåãî
ñðåäíåãî ISI èç-çà ïîÿâëåíèÿ äëèííûõ ISI, ñîîòâåòñòâóþùèõ àçå ïîêîÿ â ðå-
æèìå á¼ðñòèíãà. ðàèêè îáùåãî êîýèöèåíòà âàðèàöèè äåìîíñòðèðóþò àí-
òèêîãåðåíòíîñòü (óâåëè÷åíèå èçìåí÷èâîñòè ISI ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ).
Ýòî òàêæå õàðàêòåðíî äëÿ ðåæèìà á¼ðñòèíãà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
èíòåíñèâíîñòè øóìà èçìåí÷èâîñòü ISI óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè-
÷åíèþ êîãåðåíòíîñòè ñèñòåìû. èñ. 4.4.6â ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI
â á¼ðñòàõ ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè øóìà. Íà ðèñ. 4.4.6ã ïîêàçà-
íû îöåíêè äëèòåëüíîñòè àçû ïîêîÿ â ðåæèìå ñòîõàñòè÷åñêîãî á¼ðñòèíãà. Ïðè
ìàëîì øóìå á¼ðñòû íå ãåíåðèðóþòñÿ, ïîýòîìó ñðåäíèé èíòåðâàë ïîêîÿ ðàâåí
íóëþ. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà ïîÿâëÿþòñÿ äëèííûå ISI, ÷òî âûçûâàåò ðåçêîå óâå-
ëè÷åíèå ñðåäíåãî èíòåðâàëà ïîêîÿ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè øóìà ñðåäíèé
èíòåðâàë ïîêîÿ óìåíüøàåòñÿ.
àññìîòðèì, êàê èíäóöèðîâàííûé øóìîì òîðîèäàëüíûé á¼ðñòèíã â ñè-
ñòåìå (4.4.1) ñâÿçàí ñ ïîâåäåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Íà ðèñ. 4.4.7
ïîêàçàíû ãðàèêè ÑÏË (Λ(ε)) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé β èç çîíû òîíè÷åñêîãî
ñïàéêèíãà â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè îò-
íîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà Λ(ε) = 0, à ïðè óâåëè÷åíèè
øóìà ïîêàçàòåëü Λ ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ýòî ñîâïàäàåò ñ âîçíèêíîâå-
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èñóíîê 4.4.8  Äåòåðìèíèðîâàííûé ïðåäåëüíûé öèêë (÷åðíûé) è àçîâûå
òðàåêòîðèè (çåëåíûé è îðàíæåâûé), íà÷èíàþùèåñÿ ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê
äëÿ β = −0.15 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âðåìåííûìè ðÿäàìè x(t).
íèåì D-áèóðêàöèè [23℄, ëåæàùåé â îñíîâå êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ äèíàìèêè
ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà è èíäóöèðîâàííîãî øóìîì õàîñà.
Òàêèì îáðàçîì, ðèñ. 4.4.3 è 4.4.6 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε∗), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó îò
ñïàéêîâîãî ðåæèìà ê á¼ðñòîâîìó. Ýòîò ïåðåõîä õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèì óâå-
ëè÷åíèåì äèñïåðñèè z-êîîðäèíàò, óâåëè÷åíèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ISI, ðîñòîì
âàðèàöèè ISI, ÷òî íàáëþäàåòñÿ íà íåêîòîðîì óðîâíå øóìà. Äëÿ β = −0.159
ïîëó÷àåì îöåíêó ε∗ ≈ 0.0003, äëÿ β = −0.15 ìû èìååì ε∗ ≈ 0.002.
Ïîÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé òîðîèäàëüíîãî òèïà ñâÿçàíî ñ îñî-
áåííîñòÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ òðàåêòîðèé
âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà è åãî ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ.
Íà ðèñ. 4.4.8 ïîêàçàíû äåòåðìèíèðîâàííûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ
ñ ðàçíûõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ β = −0.15. Òðàåêòî-
ðèè ñòðåìÿòñÿ ê óñòîé÷èâîìó öèêëó, íî õàðàêòåð ýòîãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü
ðàçíûì. Â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü äâà òèïà ïåðåõîäíûõ ðå-
æèìîâ. Â ïåðâîì òèïå òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó ìîíî-
òîííî. Âî âòîðîì òèïå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà òðàåêòîðèÿ ñíà÷àëà óõîäèò äàëåêî
îò ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïðîâîäÿ äîëãîå âðåìÿ â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, à çàòåì ïðèáëèæàåòñÿ ê öèêëó. Òèï ïåðåõîäíîãî ðåæèìà çàâèñèò îò
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èñóíîê 4.4.9  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ: (à)
íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2(t) ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ β = −0.15, (á) ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1(t)
(òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ) âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ) ïðè
β = −0.15, (â) êîýèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè â çîíå
ñïàéêîâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ýòèìè ïåðåõîäíûìè ðåæè-
ìàìè â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü,
¾ïñåâäîñåïàðàòðèñà¿.
Èññëåäóåì ìåõàíèçì ãåíåðàöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ òîðîèäàëüíûõ êîëåáàíèé
ñ ïîìîùüþ òåõíèêè óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Íà ðèñ. 4.4.9à,
ïðåäñòàâëåíû íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2(t) ìàòðè÷íîé óíêöèè
W (t) äëÿ β = −0.15. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü
ìåíÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî ïî öèêëó. Ìàêñèìóìó íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ λ1 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòü öèêëà ñ ìàëûìè x-êîîðäèíàòàìè (ñì. ðèñ. 4.4.9á).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëà â öåëîì ìîæíî
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èñóíîê 4.4.10  àññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà îò öèêëà äî ïñåâäîñåïàðàòðèñû
äëÿ (à) β = −0.159, (á) β = −0.15.
èñïîëüçîâàòü êîýèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòèM . Íà ðèñ. 4.4.9â
ïîêàçàí ãðàèê êîýèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M(β) äëÿ
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â çîíå β ∈ (−0.1603,−0.14). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïî ìåðå
ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðà β ê òî÷êå β = −0.1603, â êîòîðîé â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò
áèóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàåò.
Â ãåíåðàöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ òîðîèäàëüíûõ êîëåáàíèé âàæíóþ ðîëü èãðà-
åò ðàññòîÿíèå ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûì öèêëîì è ïñåâäîñåïàðàòðèñîé. Äëÿ
ýòîãî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ìåòðèêà Ìàõàëàíîáèñà [42, 97℄,
dM(x, x¯(t)) =
√
(x− x¯(t))⊤W+(t)(x− x¯(t))
ïîñêîëüêó îíà ó÷èòûâàåò êàê ãåîìåòðèþ àòòðàêòîðîâ, òàê è èõ ñòîõàñòè÷åñêóþ
÷óâñòâèòåëüíîñòü, è ÿâëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé âåðîÿòíîñòè âûõîäà èç áàññåé-
íà ïðèòÿæåíèÿ.
Íà ðèñ. 4.4.10 ïîêàçàíû ãðàèêè ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà îò òî÷åê ïðå-
äåëüíîãî öèêëà äî ïñåâäîñåïàðàòðèñû äëÿ β = −0.159 è β = −0.15. àññòîÿíèå
Ìàõàëàíîáèñà ñâÿçàíî ñ âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ÷àñòè àçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, îòäåëåííîé ïîâåðõíîñòüþ ïñåâäîñåïàðàòðèñû: ÷åì áîëüøå ðàññòîÿ-
íèå Ìàõàëàíîáèñà, òåì äîëüøå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Òàêèì îáðà-
çîì, ìåòðèêà Ìàõàëàíîáèñà ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ¾çîíó ïåðåõîäà¿, ò. å. ÷àñòü
öèêëà, ñ êîòîðîé ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè óõîäÿò â çîíó àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
âíå ïîâåðõíîñòè ïñåâäîñåïàðàòðèñû. Ýòî òà ÷àñòü öèêëà, ãäå ðàññòîÿíèå Ìàõà-
ëàíîáèñà äî ïñåâäîñåïàðàòðèñû ìèíèìàëüíî.
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èñóíîê 4.4.11  Òî÷êà ïðåäåëüíîãî öèêëà (÷åðíûé êðóæîê), äîâåðèòåëüíûå
ýëëèïñû (ñïëîøíàÿ è ïóíêòèð) ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P = 0.99,
ïñåâäîñåïàðàòðèñà (øòðèõïóíêòèð), òî÷êà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ
Ìàõàëàíîáèñà îò öèêëà äî ïñåâäîñåïàðàòðèñû (êðàñíàÿ çâåçäî÷êà) äëÿ (à)
β = −0.159 (äëÿ òî÷êè t = 6), (á) β = −0.15 (äëÿ òî÷êè t = 4.2).
àññìîòðèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äîâåðèòåëüíîãî òîðà è ïñåâäîñåïà-
ðàòðèñû ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà. àññìîòðèì òî÷êó ïðåäåëüíîãî
öèêëà èç çîíû ïåðåõîäà è ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ ïðåäåëüíîìó öèêëó â ýòîé
òî÷êå. Ïîñòðîèì ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïñåâäîñåïàðàòðèñû ñ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïëîñêîñòüþ (ëèíèþ ïñåâäîñåïàðàòðèñû), à òàêæå äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû
â ýòîé ïëîñêîñòè. èñ. 4.4.11 èçîáðàæàåò òî÷êó öèêëà èç çîíû ïåðåõîäà, ïñåâ-
äîñåïàðàòðèñó è äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ïðè ðàçíûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà äëÿ
β = −0.159 è β = −0.15. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà äîâåðè-
òåëüíûé ýëëèïñ áëèçîê ê äåòåðìèíèðîâàííîìó öèêëó. Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâ-
íîñòè øóìà ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â çîíó
àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå îíè îáðàçóþò ñòîõàñòè÷åñêèé òîð. Èíòåíñèâíîñòü
øóìà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ñ ïñåâäî-
ñåïàðàòðèñîé, ìîæíî îöåíèòü êàê êðèòè÷åñêóþ èíòåíñèâíîñòü ε∗ äëÿ ãåíåðà-
öèè òîðà. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà, â êîòîðîé äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ïñåâ-
äîñåïàðàòðèñû, ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ Ìàõàëàíîáèñà. Äëÿ
β = −0.159 îöåíèâàåì ε∗ ≈ 0.0003, à äëÿ β = −0.15 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 0.003. Ýòè
çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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4.4.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé â
çîíå ðàâíîâåñèÿ âáëèçè áèóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà
Ïðîâåäåì ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå β < β1 ≈
−0.1927, ãäå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äå-
òåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû.
àññìîòðèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β = −0.193 è èññëåäóåì äèíàìèêó ñè-
ñòåìû (4.4.1) ïðè èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ε. Íà ðèñ. 4.4.12 ïîêàçàíû
ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà. Øóì îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè (ε = 0.001) ïðèâîäèò
ê êîëåáàíèÿì ìàëîé àìïëèòóäû âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ (ñì.
ðèñ. 4.4.12, êðàñíàÿ ëèíèÿ). Óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.005) ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè îòêëîíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî
îò ðàâíîâåñèÿ, îáðàçóÿ òîðîèäàëüíóþ ñòðóêòóðó (ñì. ðèñ. 4.4.12, ñèíÿÿ ëèíèÿ).
Íà ãðàèêå x(t) ìîæíî îò÷åòëèâî çàìåòèòü ÷åðåäîâàíèå ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé
áîëüøîé àìïëèòóäû è êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíî-
âåñèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé.
àññìîòðèì, êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîä äåéñòâèåì øóìà èçìåíÿåòñÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè (PSD). Íà ðèñ. 4.4.13 äëÿ β = −0.193 ïîêà-
çàíû ãðàèêè PSD äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t) ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ ε. Ïðè
ε = 0.001 íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è PSD èìååò
îäèí ïèê íà ÷àñòîòå ν = 0.16 ö, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíèìîé ÷àñòè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ε = 0.003 ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé äîïîëíèòåëüíûé ïèê
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èñóíîê 4.4.12  Ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå
ðÿäû x(t) äëÿ β = −0.193 ïðè ε = 0.001 (êðàñíûé) è ε = 0.005 (ñèíèé).
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èñóíîê 4.4.13  Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äëÿ β = −0.193 ïðè
ε = 0.001 (êðàñíûé) è ε = 0.003 (ñèíèé).
PSD íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (ν ≈ 0.0002 ö). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîé
ãåíåðàöèè á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé, ïîñêîëüêó íîâûé ïèê îòâå÷àåò íèçêîé ìåæá¼-
ñòîâîé ÷àñòîòå (èëè äëèííîìó ïåðèîäó á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé). Êðîìå òîãî, PSD
èçìåíÿåòñÿ è â çîíå áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò, à èìåííî, íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ
ìîùíîñòü â øèðîêîì èíòåðâàëå 0.05 < ν < 0.15, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áûñòðûì
ñïàéêîâûì êîëåáàíèÿì â àêòèâíîé àçå èíäóöèðîâàííîãî øóìîì á¼ðñòà.
Èññëåäóåì âíóòðåííèå ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ òîðîèäàëüíûõ á¼ðñòî-
âûõ êîëåáàíèé â çîíå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ÿâëåíèå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî
ñî ñâîéñòâàìè äåòåðìèíèðîâàííîãî àçîâîãî ïîðòðåòà, à òàêæå ñ ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ðàâíîâåñèÿ.
Íà ðèñ. 4.4.14 ïîêàçàíû äåòåðìèíèðîâàííûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ
ðàçíûõ òî÷åê âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè β = −0.193 è ñîîòâåòñòâó-
þùèå âðåìåííûå ðÿäû. Çàìåòèì, ÷òî ýòè òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàâíî-
âåñèþ ñ ðàçëè÷íûìè ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè. Ìîæíî îïðåäåëèòü äâà òèïà
ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ. Ïåðâûé òèï õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîíîòîííûì ïîäõîäîì íà-
ïðÿìóþ ê ðàâíîâåñèþ. Âî âòîðîì òèïå ïåðåõîäíîãî ðåæèìà òðàåêòîðèÿ ñíà÷àëà
óõîäèò äàëåêî îò ðàâíîâåñèÿ, ñîâåðøàÿ áûñòðûå âðàùåíèÿ âîêðóã íåêîòîðîé
ïîâåðõíîñòè (àçà áûñòðîãî ñïàéêèíãà), çàòåì ìåäëåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâ-
íîâåñèþ (àçà ïîêîÿ). Ôàçà ñïàéêèíãà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèì óìåíüøåíèåì
z-êîîðäèíàòû, à â àçå ïîêîÿ z-êîîðäèíàòà ìåäëåííî âîçðàñòàåò äî ðàâíîâåñ-
íîãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ
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èñóíîê 4.4.14  Äåòåðìèíèðîâàííûå àçîâûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ
ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê âáëèçè ðàâíîâåñèÿ (êðóæîê, ïóíêòèð) ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âðåìåííûìè ðÿäàìè x(t) è z(t) äëÿ β = −0.193. Åñëè
íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ íåâåëèêî, òðàåêòîðèÿ (êðàñíûé)
ñòðåìèòñÿ ê íåìó ìîíîòîííî (ïîäïîðîãîâûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ). Áîëüøåå
îòêëîíåíèå ïðèâîäèò ê êîëåáàíèÿì áîëüøîé àìïëèòóäû (àêòèâíàÿ àçà,
ñèíèé) ñ ïîñëåäóþùèì äëèòåëüíûì ïðèáëèæåíèåì (àçà ïîêîÿ, çåëåíûé) ê
ðàâíîâåñèþ (íàäïîðîãîâûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ).
êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü (¾ïñåâäîñåïàðàòðèñà¿), ðàçäåëÿþùàÿ ýòè çîíû ðàç-
íîé äèíàìèêè. Íàçîâåì çîíó âíóòðè ïñåâäîñåïàðàòðèñû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåð-
âîìó òèïó ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ¾ïîäïîðîãîâîé¿ çîíîé. È íàîáîðîò, çîíó âíå
ïñåâäîñåïàðàòðèñû áóäåì íàçûâàòü ¾íàäïîðîãîâîé¿ çîíîé. Ïîä âîçäåéñòâèåì
øóìà ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü ïñåâäîñåïàðàòðèñó è ïåðå-
õîäèòü èç ïîäïîðîãîâîé çîíû â íàäïîðîãîâóþ, ãäå ãåíåðèðóþòñÿ á¼ðñòû.
Îïèøåì è ïðîàíàëèçèðóåì åíîìåí èíäóöèðîâàííûõ øóìîì òîðîèäàëü-
íûõ á¼ðñòîâûõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ òåõíèêè óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè è ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
Íà ðèñ. 4.4.15 ïîêàçàíû ãðàèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.3.1) â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðà β. Çàìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà β, à ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå áèóðêàöèè β1,
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èñóíîê 4.4.15  Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ.
ãäå ðàâíîâåñèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïðè èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β ðàçíèöà çíà-
÷åíèé λ1, λ2, λ3 îòðàæàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé â íàïðàâëåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ vi ìàòðèöû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (4.4.1) ýòà ðàçíèöà
çíà÷èòåëüíà: íàèáîëüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ
ïðåâûøàþò λ3. àññìîòðèì ïëîñêîñòü, îáðàçîâàííóþ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
v1,2, ñîîòâåòñòâóþùèìè íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1,2. Â ýòîé ïëîñ-
êîñòè ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé íàèáîëüøèé. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü ñ
áàçèñîì (v1, v2) ëîêàëèçóåò ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ îòêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ òðà-
åêòîðèé îò ðàâíîâåñèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòó ïëîñêîñòü ¾ãëàâíîé
ïëîñêîñòüþ¿.
Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âîêðóã ðàâíîâå-
ñèÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî äîâåðèòåëüíûì ýëëèïñîèäîì. àññìîòðèì
ïåðåñå÷åíèå ãëàâíîé ïëîñêîñòè ñ äîâåðèòåëüíûì ýëëèïñîèäîì. Ýòèì ïåðåñå÷å-
íèåì ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ, ïîëîæåíèå, îðìà è ðàçìåð êîòîðîãî
îïðåäåëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1,2 è ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè v1,2 ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W .
Äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè òîðà ðàññìîòðèì ïîëî-
æåíèå ïñåâäîñåïàðàòðèñû îòíîñèòåëüíî äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà â çàâèñè-
ìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïîñòðîèì ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïñåâäîñå-
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èñóíîê 4.4.16  Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû â ïîä- è íàäïîðîãîâîé çîíàõ â
ãëàâíîé ïëîñêîñòè äëÿ (à) β = −0.193, (á) β = −0.1928 (ïðè äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè P = 0.99).
ïàðàòðèñû ñ ãëàâíîé ïëîñêîñòüþ è äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû â ýòîé ïëîñêîñòè.
Íà ðèñ. 4.4.16 ïîêàçàíû òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, ïîäïîðîãîâàÿ è íàäïîðîãîâàÿ çî-
íû, ðàçäåëåííûå ïñåâäîñåïàðàòðèñîé äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β = −0.193
è β = −0.1928, à òàêæå äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èí-
òåíñèâíîñòè øóìà ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P = 0.99. Ïðè ìàëîì øóìå
äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ íàõîäèòñÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ è ïîëíîñòüþ íàõîäèòñÿ â
ïîäïîðîãîâîé çîíå. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà ýëëèïñ ðàñøèðÿ-
åòñÿ è íà÷èíàåò çàíèìàòü íàäïîðîãîâóþ çîíó, ãäå ãåíåðèðóþòñÿ á¼ðñòû. Ïåðå-
ñå÷åíèå äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ñ ïñåâäîñåïàðàòðèñîé óñòàíàâëèâàåò ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà ε∗, ïðèâîäÿùåãî ê òîðîèäàëüíûì á¼ðñòîâûì êî-
ëåáàíèÿì. Äëÿ β = −0.193 ïîëó÷àåì îöåíêó ε∗ ≈ 0.002, à äëÿ β = −0.1928
èìååì ε∗ ≈ 0.0008. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çíà÷åíèÿ β = −0.1928, êîòîðîå áëèæå
ê òî÷êå áèóðêàöèè β1, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ òîðà ïðîèñõîäèò ïðè áîëåå
íèçêîì óðîâíå øóìà, ÷åì äëÿ çíà÷åíèÿ β = −0.193. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü
óâåëè÷åíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå áè-
óðêàöèè.
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èñóíîê 4.4.17  àçáðîñ x-êîîðäèíàò ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â
çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ (à) β = −0.193, (á) β = −0.1928.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè îöåíêè çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà õî-
ðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Íà ðèñ. 4.4.17 ïîêà-
çàíû x-êîîðäèíàòû ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ β = −0.193 è β = −0.1928
â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè íèçêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ñëó-
÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ ñ îò-
íîñèòåëüíî íåáîëüøîé äèñïåðñèåé. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà
äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ðåçêî âîçðàñòàåò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè-
÷åñêîé ãåíåðàöèè òîðà. Îòìåòèì, ÷òî ýòî èçìåíåíèå äèñïåðñèè ïðîèñõîäèò íà
òîì æå óðîâíå øóìà, êîòîðûé áûë îöåíåí ñ ïîìîùüþ ÔÑ×.
Òàêæå ïîëåçíî èçó÷èòü ñòîõàñòè÷åñêóþ ìóëüòèìîäàëüíóþ äèíàìèêó
ñèñòåìû (4.4.1) ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ISI). Íà
ðèñ. 4.4.18 ïîêàçàíî îáùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå m è îáùèé êîýèöèåíò âàðèàöèè
CV ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ äëÿ β = −0.193 è β = −0.1928. Äëÿ ñòîõàñòè-
÷åñêè âîçìóùåííîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ñëàáîì øóìå ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ î÷åíü
ðåäêî, ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ISI áëèçêî ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè
èíòåíñèâíîñòè øóìà âåëè÷èíà m(ε) ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà íà÷à-
ëî ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè á¼ðñòîâ (ñì. ðèñ. 4.4.18a). ðàèêè êîýèöèåíòà
âàðèàöèè CV (ε) (ñì. ðèñ. 4.4.18á) ñâèäåòåëüñòâóþò îá àíòèêîãåðåíòíîì ðåçîíàí-
ñå (óâåëè÷åíèè âàðèàöèè ISI ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà). Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè øóìà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âàðèàöèè ISI, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò óâåëè÷åíèþ êîãåðåíòíîñòè ñèñòåìû. Çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ñîîò-
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èñóíîê 4.4.18  Ìåæñïàéêîâûå èíòåðâàëû: (à) îáùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå, (á)
îáùèé êîýèöèåíò âàðèàöèè äëÿ β = −0.193 (ñèíèé) è β = −0.1928
(êðàñíûé).
âåòñòâóþùèå ýòèì èçìåíåíèÿì ñòàòèñòèê ISI, òàêæå ñîãëàñóþòñÿ ñ îöåíêàìè,
ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.
Äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðèì, êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ òîðîâ â çîíå
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.4.1) ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèÿìè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-
íîâà. Íà ðèñ. 4.4.19 ïîñòðîåíû ãðàèêè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà Λ(ε)
äëÿ β = −0.193 è β = −0.1928 â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïðè ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà ÑÏË îòðèöàòåëåí, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî ïîòîêè ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþò-
ñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ñ óâåëè÷åíèåì øóìà ïîêàçàòåëü Λ íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî
10−4 10−3
−4
−2
0
2
4
6
x 10−5
 
 
β = −0.193
β = −0.1928
ε
Λ
èñóíîê 4.4.19  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà.
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óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íèçêèé óðîâåíü øóìà ñòàáèëèçèðóåò ñòîõàñòè÷åñêèå ïî-
òîêè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà Λ ñòàíîâèòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èíäóöèðîâàííîé øóìîì õàîòèçàöèè. Çàìåòèì,
÷òî ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò ïðè òåõ æå èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà, ÷òî è ñòîõà-
ñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèè òîðîèäàëüíûõ êîëåáàíèé.
4.5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àëèñü èíäóöèðîâàííûå øóìîì åíîìåíû â òð¼õìåð-
íîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç (3D-Õ). Ýòà ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü â äâóõ âà-
ðèàíòàõ  êëàññè÷åñêîì, ïðåäëîæåííîì â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Õèíäìàðøà è
îóçà, è â ìîäèèêàöèè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì â ñèñòåìå èíâàðèàíòíûõ
òîðîâ. Â ðàçäåëå 4.1 èçó÷àëàñü äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû 3D-Õ
â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì äèíàìè÷åñêèõ
ðåæèìîâ è áèóðêàöèé, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå òèïû ñëîæíûõ êîëå-
áàíèé, ñîñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðîâ, áèóðêàöèè äîáàâëåíèÿ è óäâîåíèÿ ïåðè-
îäà, õàîòè÷åñêèå ðåæèìû. Â ðàçäåëå 4.2 èçó÷àëîñü âîçäåéñòâèå øóìà íà ìîäåëü
3D-Õ â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå â ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ. Â ïîä-
ðàçäåëå 4.2.1 ïðîâîäèëñÿ àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ
êîëåáàíèé â çîíå, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ. Â ïîäðàçäåëå 4.2.2 èçó÷àëèñü èíäóöèðîâàííûå øóìîì â çîíå áèñòà-
áèëüíîñòè ìîäåëè, ãäå ñîñóùåñòâóþò á¼ðñòîâûé ïðåäåëüíûé öèêë è ðàâíîâåñèå.
Â ïîäðàçäåëå 4.2.3 èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé â çîíå, ãäå
åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñïàéêîâûé
ïðåäåëüíûé öèêë, âáëèçè êàñêàäà áèóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî â ýòîé çîíå øóì ïðèâîäèò ê òðàíñîðìàöèè ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé
â á¼ðñòîâûå. Â ðàçäåëå 4.3 ðàññìàòðèâàëèñü îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ
àòòðàêòîðîâ è áèóðêàöèé ìîäèèöèðîâàííîé ìîäåëè 3D-Õ ñ òîðîèäàëüíû-
ìè ðåøåíèÿìè, à â ðàçäåëå ðàçäåëå 4.4 èññëåäîâàëèñü ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìå-
íû â ýòîé ìîäåëè. Â ïîäðàçäåëå 4.4.1 èçó÷àëîñü âîçäåéñòâèå øóìà â çîíå, ãäå
åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé
öèêë. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîé çîíå âáëèçè áèóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà ïîä
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äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé â ñèñòåìå ãåíåðèðóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé òîð,
ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ òðàíñîðìèðóþòñÿ èç ñïàéêîâûõ â òîðîèäàëüíûå á¼ðñòî-
âûå. Â ïîäðàçäåëå 4.4.2 áûëî èçó÷åíî ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè òîðî-
èäàëüíûõ êîëåáàíèé â äðóãîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå, â êîòîðîé åäèíñòâåííûì
àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Ìå-
õàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ ýòèõ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì åíîìåíîâ áûëè ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è
äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé. Òàêæå èçó÷àëàñü âçàèìîñâÿçü ðàññìàòðèâàåìûõ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ ñ ïîâåäåíèåì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, è áûëî
îáíàðóæåíî, ÷òî ýòè ÿâëåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ èíäóöèðîâàííîé øóìîì õàîòè-
çàöèåé.
åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ãëàâå, áûëè îïóáëè-
êîâàíû â ðàáîòàõ [53,5557,63, 65, 67, 68℄.
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ëàâà 5. àñùåïëåíèå
ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ
Â äàííîé ãëàâå íà ïðèìåðå äâóìåðíîé ìîäåëè ÔèòöÕüþÍàãóìî (ÔÕÍ)
[4℄ èçó÷àåòñÿ íåîáû÷íîå ÿâëåíèå  ðàñùåïëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ.
Ôàçîâûé ïîðòðåò äåòåðìèíèðîâàííîãî âàðèàíòà ìîäåëè ÔÕÍ îòëè÷àåòñÿ
âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â
çîíå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ìîäåëü ÔÕÍ ïðîÿâëÿåò ñâîéñòâî âîçáóäèìîñòè
 íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê òðàåêòîðèÿì
áîëüøîé àìïëèòóäû. Äðóãîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÔÕÍ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî â âåñüìà óçêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå îíà äåìîíñòðèðóåò î÷åíü áûñòðûé ïå-
ðåõîä îò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ìàëîé àìïëèòóäû ê ðåëàêñàöèîííûì êîëåáàíèÿì
áîëüøîé àìïëèòóäû. Òàêîé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ¾öèêëû-
êàíàðäû¿ (èëè ¾öèêëû-óòêè¿), âïåðâûå èññëåäîâàííûå â [98℄.
Âîçäåéñòâèå øóìà íà ìîäåëü ÔÕÍ èçó÷àëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. [31℄
è áèáëèîãðàèþ ê íåé). Îäíèì èç íàèáîëåå ÿðêèõ ÿâëåíèé â ñòîõàñòè÷åñêîé
äèíàìèêå ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàæå ïðè ìàëûõ øóìàõ â çîíå óñòîé÷è-
âîãî ðàâíîâåñèÿ âáëèçè áèóðêàöèè ÀíäðîíîâàÕîïà âîçáóæäàþòñÿ êîëåáà-
íèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû [99℄. Äëÿ ýòèõ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì êîëåáàíèé áûë
îáíàðóæåí [38℄ è èññëåäîâàí [39, 96, 100, 101℄ èíòåðåñíûé ýåêò êîãåðåíòíîãî
ðåçîíàíñà. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà ýòèõ ÿâëåíèé â ìîäåëè ÔÕÍ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé. Àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèê ìîæíî íàéòè â [39, 101, 102℄. Äëÿ èçó÷å-
íèÿ ãåíåðàöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â [32℄ áûëà ïðèìåíåíà íîâàÿ òåõíèêà
óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.
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5.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà äâóìåðíîé
ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî
àññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (ÔÕÍ) [4℄:
δx˙ = x− x
3
3
− y
y˙ = x+ a.
(5.1.1)
Çäåñü x  ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë, y  âîññòàíîâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ > 0 
ìàëûé ïàðàìåòð âðåìåííîãî ìàñøòàáà, a  óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿ-
þùèé ïîðîã âîçáóæäåíèÿ.
Ýòà ñèñòåìà èìååò îäíî ðàâíîâåñèå
x¯ = −a, y¯ = a
3
3
− a,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè |a| > 1 è íåóñòîé÷èâûì ïðè |a| < 1. Ïðè |a| =
1 ïðîèñõîäèò áèóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïà: ïðè |a| < 1 â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ
óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë âîêðóã íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû èêñèðóåì δ = 0.1. Íà ðèñ. 5.1.1 ñïëîøíîé ëèíèåé
èçîáðàæåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå x = x¯ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ (ðàâíîâåñèé è öèêëîâ), à ïóíêòèðíîé  çíà÷åíèÿ íåóñòîé÷èâûõ
ðàâíîâåñèé.
Â çîíå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (|a| < 1) äàæå ìàëûå âàðèàöèè ïàðàìåòðà
a ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ îðìû è ðàçìåðà ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ. Òàêèå èçìåíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.1.2 äëÿ èíòåðâàëà a1 = 0.98 ≤ a ≤
−1 0 1
−1
0
1
a
y 
èñóíîê 5.1.1  Àòòðàêòîðû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ δ = 0.1.
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−2 0
−1
0
1
 
 y
x
a1 = 0.98 
a2 = 0.987 
a* = 0.986313 
èñóíîê 5.1.2  Ïðåäåëüíûå öèêëû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ δ = 0.1.
0.987 = a2. Íà ýòîì óçêîì èíòåðâàëå, ðàñïîëîæåííîì âáëèçè òî÷êè áèóðêà-
öèè Àíäðîíîâà-Õîïà a = 1, äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü ÔÕÍ äåìîíñòðèðóåò
ïåðåõîä îò êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ ê ðåëàêñàöèîííûì êîëåáàíèÿì ÷åðåç ¾öèêëû-
êàíàðäû¿.
Âàæíîé îñîáåííîñòüþ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êðàéíÿÿ íåîäíîðîä-
íîñòü àçîâîãî ïîðòðåòà â îêðåñòíîñòè öèêëîâ. Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò
öèêëà àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìîíîòîííî ê íåìó ñòðåìèòñÿ. Åñëè âåëè÷èíà îòêëî-
íåíèÿ ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîã, òî òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìîæåò
ñóùåñòâåííî óäàëÿòüñÿ îò öèêëà, ñîâåðøàÿ áëèæíèå èëè äàëüíèå ¾ýêñêóðñèè¿
(ñì. ðèñ. 5.1.3).
−2 0
−1
0
1
 
 y
x
−2 0
−1
0
1
 
 y
x
−2 0
−1
0
1
 
 y
x
(à) (á) (â)
èñóíîê 5.1.3  Ôàçîâûå ïîðòðåòû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ (à)
a = 0.98; (á) a = 0.986313; (â) a = 0.987. Òîëñòîé ëèíèåé îòìå÷åíû
ïðåäåëüíûå öèêëû.
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5.2. àñùåïëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ â çîíå
öèêëîâ-êàíàðäîâ ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî
àññìîòðèì äèíàìèêó ñèñòåìû (5.1.1) â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìó-
ùåíèé:
δx˙ = x− x
3
3
− y
y˙ = x+ a+ εw˙.
(5.2.1)
Çäåñü w  ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè E(w(t)−w(s)) = 0,
E(w(t)− w(s))2 = |t− s|, à ε  èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíèé.
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (5.2.1) â çîíå ïàðàìåòðîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûì öèêëàì: |a| < 1. Ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèé òðàåêòîðèè ïîêèäàþò äåòåðìèíèðîâàííûé öèêë è îðìèðóþò âîêðóã
íåãî íåêîòîðûé ïó÷îê  ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë. Íà ðèñ. 5.2.1 èçîáðàæåíû ñòîõà-
ñòè÷åñêèå öèêëû äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a ïðè ε = 10−6: âíåøíèé öèêë
ïîëó÷åí ïðè a = a1 = 0.98, ñðåäíèé  ïðè a = a
∗ = 0.986313, âíóòðåííèé 
ïðè a = a2 = 0.987. Êàê âèäèì, ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñóùåñòâåííî
ìåíÿåòñÿ âäîëü öèêëà. Åùå â áîëüøåé ñòåïåíè ýòîò ðàçáðîñ çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà a. Åñëè äëÿ êðàéíèõ òî÷åê èíòåðâàëà a1 ≤ a ≤ a2 ñëó÷àéíûå òðàåêòî-
ðèè ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ öèêëîâ, òî äëÿ
âíóòðåííåé òî÷êè a∗ = 0.986313 ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè â âåðõíåé ÷àñòè öèêëà
èìåþò çíà÷èòåëüíóþ äèñïåðñèþ.
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èñóíîê 5.2.1  Ñòîõàñòè÷åñêèå öèêëû ïðè ε = 10−6.
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èñóíîê 5.2.2  Ïîêàçàòåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè M(a).
Íà ðèñ. 5.2.2 ïðåäñòàâëåí ãðàèê êîýèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè M ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a. Íà ãðàèêå
â òî÷êå a∗ íàáëþäàåòñÿ îñòðûé ïèê, îòâå÷àþùèé ìàêñèìóìó óíêöèè M(a)
è ñîîòâåòñòâóþùèé öèêëó, èìåþùåìó íàèáîëåå âûñîêóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòüM(a∗) = 1.2×1010 â çîíå [a1, a2]. Îòìåòèì, ÷òî â ñîñåäíèõ òî÷êàõ
a1, a2 ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü öèêëîâ ìåíüøå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ:
M(a1) = 1.9 × 102, M(a2) = 3 × 104. Òàêîé ñóùåñòâåííûé ïåðåïàä çíà÷åíèé
÷óâñòâèòåëüíîñòè îáúÿñíÿåò ðàçíèöó â ïîâåäåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5.2.1.
Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà â ñèñòåìå ÔÕÍ íàðÿäó ñ êîëè÷å-
ñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êà÷åñòâåííî íîâûå ýåêòû.
Èññëåäóåì áîëåå äåòàëüíî ðàñïðåäåëåíèå òðàåêòîðèé ñòîõàñòè÷åñêè âîç-
ìóùåííûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ a = a∗ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè
øóìà ε. Íà ðèñ. 5.2.3 (ñâåðõó) ïîêàçàíû ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè. àññìîò-
ðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ òðàåêòîðèé ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå x = x¯ äëÿ y ≥ y¯.
Íà ðèñ. 5.2.3 (â ñåðåäèíå) ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (y)
îðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ òðàåêòîðèé ñ ïðÿìîé x = x¯ ïðè y ≥ y¯.
Çàìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì øóìà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé
ìåíÿåòñÿ. Ïðè ε = 10−6 òðàåêòîðèè êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè äåòåðìèíèðîâàí-
íîé îðáèòû  íàáëþäàåòñÿ ¾ñïëîøíîé¿ ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë. Ïðè óâåëè÷åíèè
øóìà ðàçáðîñ òðàåêòîðèé óâåëè÷èâàåòñÿ, äèàïàçîí àìïëèòóä ñòîõàñòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ðàñøèðÿåòñÿ. Ïðè ε = 10−5 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïó÷êå ñëó÷àéíûõ
òðàåêòîðèé âîçíèêàåò äâå çîíû êîíöåíòðàöèè  ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë ¾ðàñùåï-
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èñóíîê 5.2.3  àñùåïëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà ïðè a = a∗ = 0.986313.
Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè (ñâåðõó); ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (y) (â ñåðåäèíå) è
P (T ) (ñíèçó).
ëÿåòñÿ¿. Áîëåå ÿâíî ýòî ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî ïðè ε = 10−4. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-
èñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå àçîâîãî ïîðòðåòà ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû 
ñòîõàñòè÷åñêàÿ áèóðêàöèÿ. Òî÷êà áèóðêàöèè íàõîäèòñÿ ìåæäó ε = 10−6 è
ε = 10−5.
Ýòî íàáëþäåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè
P (y) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé. Ïðè ε = 10−6 ãðàèê ïëîòíîñòè
èìååò îäèí ïèê, îòðàæàþùèé êîíöåíòðàöèþ òðàåêòîðèé â âåðõíåé ÷àñòè ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî öèêëà. Ïðè ε = 10−5 ïëîòíîñòü óæå áèìîäàëüíà. Äàëåå ïèêè ðàñõî-
äÿòñÿ è ïðè ε = 10−4 îò÷åòëèâî âèäíû êîëåáàíèÿ ìàëîé è áîëüøîé àìïëèòóäû.
Ïðè ýòîì ëåâûé ïèê ïåðåìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ðàâíîâåñèÿ.
Íàðÿäó ñ àìïëèòóäíûì ðàñùåïëåíèåì òàêæå íàáëþäàåòñÿ ÷àñòîòíîå ðàñ-
ùåïëåíèå. Âû÷èñëèì âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè
ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè ñ ëèíèåé x = x¯ äëÿ y < y¯ (ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë).
Ýòîò ïåðèîä âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, è åãî ìîæíî îïèñàòü ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ P (T ). Íà ðèñ. 5.2.3 (âíèçó) èçîáðàæåíû ãðàèêè óíêöèè P (T )
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èñóíîê 5.2.4  Ñòîõàñòè÷åñêàÿ áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ (à)
a = 0.986313, (á) a1 = 0.98, (â) a = a2 = 0.987: ìàêñèìóìû ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ P (y) (ñïëîøíûå ëèíèè), íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (ïóíêòèð).
äëÿ ðàçíûõ èíòåíñèâíîñòåé øóìà. Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîä äåòåðìèíèðîâàííîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ a∗ ðàâåí T ∗ ≈ 4.887. Ïðè ñëàáîì øóìå óíêöèÿ P (T )
èìååò îäèí ïèê, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçè T ∗. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè
øóìà ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé êîëåáàíèÿì ìåíüøèõ ïåðèîäîâ.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ýòîò íîâûé ïèê ïåðåìåùà-
åòñÿ âëåâî è ñòàíîâèòñÿ âûøå. Ïðè ε = 10−2 êîëåáàíèÿ ¾ìàëûõ¿ è ¾áîëüøèõ¿
ïåðèîäîâ èìåþò ïî÷òè îäèíàêîâûå äèñïåðñèè.
Íà ðèñ. 5.2.4à äëÿ a = a∗ ïðåäñòàâëåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ áèóðêàöèîííàÿ
äèàãðàììà ñèñòåìû ÔÕÍ  çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèé ïèêîâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P (y) ïðè y > y¯ îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε. Çäåñü ïóíêòèðîì èçîáðàæå-
íà êîîðäèíàòà y¯ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû. Äèà-
ãðàììà ïîñòðîåíà ïî ðåçóëüòàòàì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñ ïîìî-
ùüþ áèóðêàöèîííîé äèàãðàììû óäàëîñü îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåí-
ñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ðàñùåïëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà:
ε∗ ≈ 3× 10−6.
àññìîòðèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé ñòîõàñòè÷å-
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ñêèõ öèêëîâ îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a, áëèç-
êèõ ê a∗. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âáëèçè a∗ ðàçìåð äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ áûñòðî èçìåíÿåòñÿ (ñì. ðèñ. 5.1.2). àññìîòðèì âîçäåéñòâèå øóìà
íà öèêëû áîëüøîé (a1 = 0.98) è ìàëîé (a2 = 0.987) àìïëèòóäû.
Èçó÷èì ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5.2.1) äëÿ a1 = 0.98. Ïðè äîñòà-
òî÷íî íèçêèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà (íàïðèìåð, ε = 10−3) ñëó÷àéíûå
òðàåêòîðèè êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè äåòåðìèíèðîâàííîãî öèêëà. Ñ óâåëè÷åíè-
åì èíòåíñèâíîñòè øóìà ìîæíî çàìåòèòü ïîÿâëåíèå íîâîãî ñëó÷àéíîãî ïó÷êà
òðàåêòîðèé, êîòîðîå ðàñïîëîæåíî âáëèçè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è
ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì ìàëîé àìïëèòóäû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèóðêàöèîí-
íàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.2.4á. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
a = a∗, ïîëîæåíèå ïèêà óíêöèè P (y), ñîîòâåòñòâóþùåå êîëåáàíèÿì áîëüøîé
àìïëèòóäû, ïî÷òè íå çàâèñèò îò ε, íî íîâûé ïèê êîíöåíòðàöèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êîëåáàíèÿì ìàëîé àìïëèòóäû, ìîíîòîííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íåóñòîé÷èâîìó
ðàâíîâåñèþ.
àññìîòðèì âëèÿíèå øóìà íà ïðåäåëüíûé öèêë ìàëîé àìïëèòóäû ïðè
a2 = 0.987 (ðèñ. 5.2.4â). Ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (íàïðè-
ìåð, ε = 10−4) ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè äåòåðìèíèðî-
âàííîé îðáèòû. Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà (íàïðèìåð, ε = 5 × 10−4)
ìîæíî óâèäåòü ïîÿâëåíèå íîâîãî ñëó÷àéíîãî ïó÷êà òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îñöèëëÿöèÿì áîëüøîé àìïëèòóäû.
Áèóðêàöèîííûå äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5.2.4, ïîçâîëÿþò îöå-
íèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè a =
0.98 èìååì ε∗ ≈ 3× 10−3, à ïðè a2 = 0.987 ïîëó÷àåì ε∗ ≈ 3× 10−4.
Èñïîëüçóåì ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ïîëîñ äëÿ àíàëèçà ýåêòà ðàñùåïëå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà â ñèñòåìå ÔÕÍ.
àññìîòðèì ïðåäåëüíûé öèêë äëÿ a1 = 0.98. Íà ðèñ. 5.2.5 ïîêàçàíû
äîâåðèòåëüíûå ïîëîñû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà: ε = 10−3 è
ε = 5× 10−3. Çäåñü äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.95. Çàìåòèì, ÷òî øèðèíà
ïîëîñû ðàçëè÷íà âäîëü öèêëà: íàèáîëåå øèðîêàÿ ÷àñòü ïîëîñû ðàñïîëîæåíà â
ïðàâîé íèæíåé ÷àñòè öèêëà, à â äðóãèõ ìåñòàõ ïîëîñà ïî÷òè ñëèâàåòñÿ ñ äåòåð-
ìèíèðîâàííûì öèêëîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü öèêëà íàèáîëåå
÷óâñòâèòåëüíà ê ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øó-
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èñóíîê 5.2.5  (à) Äåòåðìèíèðîâàííûé ïðåäåëüíûé öèêë (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) äëÿ a1 = 0.98, ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ ïîëîñ äëÿ ε = 10
−3
(ïóíêòèð) è
ε = 5× 10−3 (øòðèõïóíêòèð); (á) óâåëè÷åííûé ðàãìåíò ñ
ïñåâäîñåïàðàòðèñîé (òî÷êè) è äåòåðìèíèðîâàííûìè òðàåêòîðèÿìè
(ñïëîøíûå). Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.99.
ìà äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà ðàñøèðÿåòñÿ.
Ñðàâíèì äåòåðìèíèðîâàííûå òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç ðàçíûõ íà÷àëü-
íûõ òî÷åê âíóòðè ïîëîñ. Ñóùåñòâóåò ¾ïñåâäîñåïàðàòðèñà¿, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò
äâà íàáîðà íà÷àëüíûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ïåðåõîäíûì ðåæèìàì.
Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä ïñåâäîñåïàðàòðèñîé, áëèçêî ê äåòåðìèíè-
ðîâàííîìó öèêëó (ñì. ðèñ. 5.2.5á), òî ïåðåõîäíàÿ ÷àñòü òðàåêòîðèè ðàñïîëîæåíà
îêîëî öèêëà. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ëåæèò âûøå ïñåâäîñåïàðàòðèñû, òî ïåðå-
õîäíàÿ òðàåêòîðèÿ óõîäèò îò ýòîãî öèêëà.
åîìåòðè÷åñêèé àíàëèç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïñåâäîñåïàðàòðèñû è
ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû ïîçâîëÿåò îöåíèòü áèóðêàöèîííîå çíà÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè øóìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàíèöà íå ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïà-
ðàòðèñó (ñì. ïóíêòèðíóþ ãðàíèöó íà ðèñ. 5.2.5á) äëÿ ε = 10−3), òî ñëó÷àéíàÿ
òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ èçíóòðè ýòîé ïîëîñû, ïðîõîäèò áëèçêî ê äåòåðìè-
íèðîâàííîìó öèêëó. Êîãäà èíòåíñèâíîñòü øóìà óâåëè÷èâàåòñÿ (ñì. øòðèõïóíê-
òèðíóþ ëèíèþ íà ðèñ. 5.2.5á ε = 5× 10−3), äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà ðàñøèðÿåòñÿ
è ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó. Â ýòîì ñëó÷àå ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àé-
íàÿ òðàåêòîðèÿ ïîêèäàåò ïðåäåëüíûé öèêë è ïðîõîäèò áëèçêî ê ðàâíîâåñèþ. Â
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èñóíîê 5.2.6  Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè øóìà äëÿ (à) a = 0.98, (á) a∗ = 0.986313, (â) a = 0.987.
ðåçóëüòàòå ïîâòîðåíèÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ äâèæåíèé âîçíèêàþò ñòîõàñòè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ïîëîñ ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë íà÷èíàåò
ðàñùåïëÿòüñÿ: ýòî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì äîâåðèòåëüíàÿ ïîëîñà íà÷èíàåò ïåðå-
ñåêàòü ïñåâäîñåïàðàòðèñó. Äëÿ a1 = 0.98 ïîëó÷àåì ε
∗ ≈ 4×10−3, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî âûøå.
àññìîòðèì òåïåðü, êàê øóì âëèÿåò íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5.2.1) âáëèçè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ a∗. Íà
ðèñ. 5.2.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà Λ(ε) äëÿ çíà-
÷åíèé a1 = 0.98, a
∗ = 0.986313 è a2 = 0.987. Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà èñïîëüçîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä Áåíåòòèíà. Äëÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ öèêëîâ èìååì Λ(0) = 0.
Äëÿ ìàëûõ øóìîâ Λ(ε) ìîíîòîííî óáûâàåò è èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ε ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ñòàáèëèçèðóþò
ïîòîê ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà è ïî-
ñëå ïðîõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ(ε)
äîñòèãàåò ìèíèìóìà è íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Çäåñü ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè,
âûçâàííûé øóìîì, ïðåêðàùàåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ äåñòàáèëèçàöèÿ. Ñîîòâåòñòâó-
þùåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà a.
Ñðàâíèì ðèñ. 5.2.6 ñ ðèñ. 5.2.4. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êà÷åñòâåííîå èçìå-
137
íåíèå äèíàìèêè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ è áèóðêàöèÿ ðàñùåïëåíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ öèêëîâ ïðîèñõîäÿò ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè
óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà óíêöèÿ Λ(ε) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòàíî-
âèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì ïðèçíàêîì õàîñà. Òàêèì îáðàçîì, P -áèóðêàöèÿ ðàñùåïëåíèÿ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ öèêëîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ D-áèóðêàöèåé èíäóöèðîâàííîé øóìîì
õàîòèçàöèè. Êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîèì òèïàì
áèóðêàöèé, çàâèñèò îò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëà. Çàìåòèì, ÷òî
ýòî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ìèíèìàëüíî äëÿ a∗.
5.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
Â äàííîé ãëàâå èçó÷àëàñü ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔèòöÕüþ-Íàãóìî
(ÔÕÍ). Â ðàçäåëå 5.1 áûëè èçó÷åíû îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè
ìîäåëè ÔÕÍ. Ýòî ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê âàðèàöè-
ÿì ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé è íàëè÷èåì îñîáûõ ðåøåíèé  öèêëîâ-
êàíàðäîâ. Â ðàçäåëå 5.2 â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå öèêëîâ-êàíàðäîâ ìîäåëè ÔÕÍ
èññëåäîâàíî ÿâëåíèå ðàñùåïëåíèÿ ïó÷êà ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòîðîå
ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåìåæàåìîñòüþ êîëåáàíèé áîëüøèõ è ìàëûõ àìïëèòóä. Íà-
ðÿäó ñ ðàñùåïëåíèåì àìïëèòóä íàáëþäàåòñÿ òàêæå è ÷àñòîòíîå ðàñùåïëåíèå.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ãðàèêè ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé èç óíèìîäàëüíûõ òðàíñîðìèðóþòñÿ â áè-
ìîäàëüíûå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îñîáîé ñòîõàñòè÷åñêîé P -áèóðêàöèè, ñâÿçàííîé
ñ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì îðìû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñî-
ñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ìîäåëè ÔÕÍ ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïîèñêà è àíàëèçà
öèêëîâ, äëÿ êîòîðûõ P -áèóðêàöèÿ ðàñùåïëåíèÿ ïðîèñõîäèò óæå ïðè âåñüìà
ìàëûõ øóìàõ. Òàêæå èçó÷àëîñü ÿâëåíèå èíäóöèðîâàííîé øóìîì õàîòèçàöèè
â ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ÔÕÍ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî P -áèóðêàöèÿ ðàñùåïëå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà ñîïðîâîæäàåòñÿ D-áèóðêàöèåé èíäóöèðîâàííîé
øóìîì õàîòèçàöèè. åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ãëàâå,
áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [58,61℄.
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ëàâà 6. Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé
äèíàìèêè íåéðîííîé àêòèâíîñòè
Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàììíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì íåéðîííîé àêòèâíîñòè, è ðåàëèçóþùèõ ïðåäëîæåí-
íûå àëãîðèòìû àíàëèçà èçó÷àåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ.
6.1. Îïèñàíèå ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ èçó÷àå-
ìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ íåéðîííîé äèíàìèêè áûëè ðàçðàáîòàíû ÷åòûðå
ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñà: äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî è Ìîððèñ-
Ëåêàðà, äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ìîäåëåé Õèíäìàðø-îóç.
Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû íàïèñàíû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåê AWT è Swing äëÿ ñîçäàíèÿ ãðàè÷åñêîãî èíòåðåéñà.
Êîìïëåêñû ðàçðàáàòûâàëèñü â ñðåäå ðàçðàáîòêè Elipse. ßçûê Java ÿâëÿåòñÿ
ïëàòîðìî-íåçàâèñèìûì, ïîýòîìó äàííûå ïðîãðàììû ìîãóò ðàáîòàòü â ìíîãèõ
ñîâðåìåííûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåìàõ.
Â ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ ðåàëèçîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ÷èñëåííûå è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû àíà-
ëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè, èñïîëüçóå-
ìûå è ðàçðàáîòàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè, â ÷àñò-
íîñòè, ìåòîäû è àëãîðèòìû, îïèñàííûå â ãëàâå 1.
Êàæäûé èç ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ èìååò ãðàè÷åñêèé ïîëüçîâàòåëü-
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èñóíîê 6.1.1  Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà â
ðåàëèçàöèè äëÿ ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.
ñêèé èíòåðåéñ ñ âîçìîæíîñòÿìè ââîäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, âûáîðà
ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû è ìåòîäîâ àíàëèçà, âèçóàëèçàöèè è ñîõðà-
íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â àéë (ñì. ðèñ. 6.1.1, 6.1.2, 6.1.3, 6.1.4).
Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû èìåþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå óíêöèîíàëüíûå
âîçìîæíîñòè:
• ìîäåëèðîâàíèÿ è âèçóàëèçàöèè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (ðåøå-
íèÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñòðîÿòñÿ â àçîâîé ïëîñêîñòè, ðåøåíèÿ òð¼õìåð-
íûõ ñèñòåì ïðîåöèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòè xOy, xOz, yOz, èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü âèçóàëèçàöèè âðåìåííûõ ðÿäîâ);
• ïîèñêà è âèçóàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ àòòðàêòîðîâ (ðàâíîâåñèé è
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ);
• àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ;
• ïîèñêà è âèçóàëèçàöèè ñåïàðàòðèñ èëè ïñåâäîñåïàðàòðèñ;
• àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè àòòðàêòîðîâ ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äîâ óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè;
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èñóíîê 6.1.2  Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà â
ðåàëèçàöèè äëÿ ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà.
• ïîñòðîåíèÿ è âèçóàëèçàöèè äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ;
• ïîñòðîåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ áèóðêàöèîííûõ äèà-
ãðàìì;
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èñóíîê 6.1.3  Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà â
ðåàëèçàöèè äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç.
• ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé;
• âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ (ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ, êîýèöèåíò âàðèàöèè).
àçðàáîòàííûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ñîäåðæàò ñëåäóþùèå îñíîâíûå
êîìïîíåíòû:
• êëàññ, çàïóñêàþùèé îñíîâíîå îêíî ïðîãðàììû è îáðàáàòûâàþùèé äåé-
ñòâèÿ ïîëüçîâàòåëÿ;
• êëàññ, ñîäåðæàùèé îïèñàíèå èññëåäóåìîé ìîäåëè;
• ìåòîäû ÷èñëåííûõ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ);
• ïðîöåäóðû âèçóàëèçàöèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû, àòòðàêòîðîâ, äîâåðèòåëü-
íûõ îáëàñòåé;
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èñóíîê 6.1.4  Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà â
ðåàëèçàöèè äëÿ òð¼õìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç.
• ìåòîäû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ;
• ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ áèóðêàöèîííûõ äèàãðàìì;
• ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ, ãèñòîãðàìì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è äðóãèõ ýìïèðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê;
• ìîäóëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äî-
âåðèòåëüíûõ îáëàñòåé;
• ìîäóëü äëÿ ðàáîòû ñ àéëàìè.
Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû äëÿ ÷åòûðåõ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé èìåþò ñõî-
æóþ ñòðóêòóðó è ñîäåðæàò óíèâåðñàëüíûå êîìïîíåíòû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà ñèñòåì (íàïðèìåð, ìåòîäû ÷èñëåííûõ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ
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äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ); ïðî-
öåäóðû âèçóàëèçàöèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû, àòòðàêòîðîâ, äîâåðèòåëüíûõ îáëà-
ñòåé; ìåòîäû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ). Äðóãèå ìîäóëè ïðîãðàììíûõ
êîìïëåêñîâ ðàçðàáîòàíû äëÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé. Ïîòåíöèàëüíûì íàïðàâëå-
íèåì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ðàáîòû ïî òåìàòèêå äàííîé äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü
ðàçðàáîòêà áîëåå óíèâåðñàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñ âîçìîæíîñòÿìè
ðàñøèðåíèÿ íà äðóãèå ìîäåëè.
6.2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû
àçðàáîòàíû ÷åòûðå ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ åíîìåíîâ â èçó÷àåìûõ â äèññåðòàöèè ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè
(äâóìåðíûõ ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî è Ìîððèñ-Ëåêàðà, äâóìåðíîé è òðåõìåð-
íîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç). Â íèõ ðåàëèçîâàíû ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ è âè-
çóàëèçàöèè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîèñêà è àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äå-
òåðìèíèðîâàííûõ àòòðàêòîðîâ, àëãîðèòìû àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ
(â òîì ÷èñëå ðàçðàáîòàííûõ è îïèñàííûõ â ãëàâå 1), ïðîöåäóðû âèçóàëèçàöèè
è îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ, ðàçðàáîòàíû ãðàè÷åñêèå ïîëüçîâàòåëüñêèå èíòåð-
åéñû. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî,
ïðîøåë ïðîöåäóðó ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ [69℄ (ñì.
Ïðèëîæåíèå).
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Çàêëþ÷åíèå
Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàëèñü ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû â ìîäåëÿõ íåé-
ðîííîé àêòèâíîñòè. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå ýòèõ ÿâëåíèé ïðîâîäèëîñü íà ïðèìåðå
êîíöåïòóàëüíûõ ìîäåëåé ñ ðàçíûìè òèïàìè áèóðêàöèé. Áûëè ðàññìîòðåíû
äâóìåðíûå ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà, ÔèòöÕüþ-Íàãóìî, äâóìåðíûé è òð¼õìåð-
íûé âàðèàíòû ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç.
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà äâóìåðíîé ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà õàðàê-
òåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîí ìîíî- è áèñòàáèëüíîñòè è íåñêîëü-
êèõ òèïîâ áèóðêàöèé ïåðåõîäîâ îò óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ê ïðåäåëüíîìó
öèêëó: æåñòêîé áèóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïà, ñåäëî-óçëîâîé íà èíâàðèàíòíîé
êðèâîé, ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Äëÿ ýòîé ìîäåëè áûëî
îáíàðóæåíî, ÷òî â çîíå ïàðàìåòðîâ, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì èñõîäíîé
äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, ïðè ïðèáëèæå-
íèè ê òî÷êå ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé, ïîä äåéñòâè-
åì øóìà ïðîèñõîäèò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Â
äðóãîé çîíå ìîíîñòèáèëüíîñòè ñ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãå-
íåðàöèÿ êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Â ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ áèñòàáèëüíîñòè, ãäå â äåòåðìè-
íèðîâàííîé ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è ïðåäåëüíûé öèêë,
íàáëþäàþòñÿ èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè.
Â äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç äåòåðìèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå
ðåæèìû îïðåäåëÿþòñÿ áèóðêàöèÿìè, îòëè÷íûìè îò òåõ, ÷òî íàáëþäàþòñÿ â
ìîäåëè Ìîððèñ-Ëåêàðà, à èìåííî ñåäëî-óçëîâûìè áèóðêàöèÿìè ðàâíîâåñèé
è ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèåé âëèïàíèÿ öèêëà â ïåòëþ ñåïàðàòðèñû ñåäëà.
Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàê-
òîðîì äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, âáëèçè
ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè èëè âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèåé âëèïà-
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íèÿ öèêëà â ïåòëþ ñåïàðàòðèñû ñåäëà âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ïðè-
âîäÿò ê ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Â ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ çîíàõ ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ àòòðàêòîðîâ (äâóõ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé;
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà), ïðîèñõîäÿò èíäóöèðîâàííûå øó-
ìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíäóöèðîâàí-
íûå øóìîì ïåðåõîäû â äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç ñîïðîâîæäàþòñÿ âû-
çâàííûìè øóìîì ïåðåõîäàìè ìåæäó ïîðÿäêîì è õàîñîì.
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà òð¼õìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø-îóç áîëåå
ñëîæíàÿ è õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçíîîáðàçèåì ðåæèìîâ è áèóðêàöèé. Â õîäå ðà-
áîòû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,
â çîíå ïàðàìåòðîâ, ãäå åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, ïîä äåéñòâèåì øóìà ïðîèñõîäèò
ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé. Â ðåæèìå ñîñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íàáëþäàþòñÿ èíäóöèðîâàí-
íûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå, ãäå åäèí-
ñòâåííûì àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, áëèçè êàñêàäà áèóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ òðàíñîðìèðóþò êîëåáàíèÿ èç óíè-
ìîäàëüíûõ (ñïàéêîâûõ) â ìóëüòèìîäàëüíûå (ïà÷å÷íûå). Âáëèçè áèóðêàöèè
Íåéìàðêà-Ñàêåðà ðîæäåíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà, â ìîíîñòàáèëüíîì ðåæèìå ñ
ïðåäåëüíûì öèêëîì øóì òðàíñîðìèðóåò óíèìîäàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå (ñïàé-
êîâûå) êîëåáàíèÿ â êâàçèïåðèîäè÷åñêèå (òîðîèäàëüíûå ïà÷å÷íûå). Â ìîíîñòà-
áèëüíîì ðåæèìå ñ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì âáëèçè áèóðêàöèè Íåéìàðêà-
Ñàêåðà ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà ïðîèñõîäèò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèõ (òîðîèäàëüíûõ ïà÷å÷íûõ) êîëåáàíèé. Òàêæå áûëî îáíàðóæåíî,
÷òî ýòè ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû ñîïðîâîæäàþòñÿ èíäóöèðîâàííîé øóìîì õà-
îòèçàöèåé ñèñòåìû.
Îñîáåííîñòüþ äâóìåðíîé ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé çîíû ïðåäåëüíûõ öèêëîâ-êàíàðäîâ. Â ýòîé çîíå áûëî îáíàðóæå-
íî è èññëåäîâàíî íåîáû÷íîå ÿâëåíèå ðàñùåïëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ. Îíî
ïðîÿâëÿåòñÿ êàê â ïåðåìåæàåìîñòè êîëåáàíèé áîëüøèõ è ìàëûõ àìïëèòóä, òàê
è â ÷àñòîòíîì ðàñùåïëåíèè. Ýòî ÿâëåíèå òàêæå ñîïðîâîæäàåòñÿ èíäóöèðîâàí-
íûìè øóìîì ïåðåõîäàìè îò ïîðÿäêà ê õàîñó.
Ñòîõàñòè÷åñêèå åíîìåíû â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ áûëè ïîäòâåð-
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æäåíû èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé, ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè, ðàçëè÷íûìè ñòàòèñòèêàìè ìåæñïàéêîâûõ èí-
òåðâàëîâ, êîòîðûå áûëè ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Äëÿ äåòàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèå å-
íîìåíîâ â ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè áûëè èñïîëüçîâàíû è ðàçðàáîòàíû
íîâûå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû.
Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè âûïîë-
íåíèè äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:
1. Ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ÿâëåíèé â
íåñêîëüêèõ ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè (Ìîððèñ-Ëåêàðà, äâóõ- è òð¼õ-
ìåðíàÿ Õèíäìàðø-îóç, ÔèòöÕüþ-Íàãóìî) ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ áèóðêàöèé.
2. Âûÿâëåíû îñíîâíûå òèïû ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â íåéðîííûõ ìîäå-
ëÿõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèì ðåæèìîì è âèäîì áèóðêàöèè
â äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìå:
• Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ êîëåáàíèé â ìîíîñòà-
áèëüíûõ ñèñòåìàõ ñ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì è
 ìÿãêîé áèóðêàöèåé Àíäðîíîâà-Õîïà;
 æåñòêîé áèóðêàöèåé Àíäðîíîâà-Õîïà;
 ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèåé ðàâíîâåñèé;
 ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèåé íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé;
 ãîìîêëèíè÷åñêîé áèóðêàöèåé âëèïàíèÿ öèêëà â ïåòëþ ñåïàðà-
òðèñû ñåäëà;
 ñåäëî-óçëîâîé áèóðêàöèåé ïðåäåëüíûõ öèêëîâ;
 áèóðêàöèåé Íåéìàðêà-Ñàêåðà (ãåíåðàöèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé):
• Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû ìåæäó àòòðàêòîðàìè â áèñòàáèëü-
íûõ ñèñòåìàõ ñ
 äâóìÿ ðàâíîâåñèÿìè;
 ðàâíîâåñèåì è ïðåäåëüíûì öèêëîì.
147
• Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàíñîðìàöèÿ êîëåáàíèé èç óíèìîäàëüíûõ â ìóëü-
òèìîäàëüíûå â ìîíîñòàáèëüíûõ ñèñòåìàõ ñ óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì
öèêëîì è
 êàñêàäîì áèóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà;
 áèóðêàöèåé Íåéìàðêà-Ñàêåðà (ãåíåðàöèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé);
 ïðåäåëüíûìè öèêëàìè-êàíàðäàìè (ñòîõàñòè÷åñêîå ðàñùåïëåíèå
öèêëîâ).
3. Îáíàðóæåíû è èññëåäîâàíû ñòîõàñòè÷åñêèå P- è D-áèóðêàöèè, ñâÿçàí-
íûå ñ âûÿâëåííûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè åíîìåíàìè â íåéðîííûõ ìîäåëÿõ.
4. àçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû àíàëèçà âåðîÿòíîñòíûõ ìåõàíèçìîâ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ åíîìåíîâ íåéðîííîé äèíàìèêè, îñíîâàííûå íà òåõíèêå óíêöèé
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
5. àçðàáîòàííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â íîâûõ ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñàõ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû
äëÿ èçó÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåéðîííîé àêòèâíîñòè (Ìîððèñ-
Ëåêàðà, äâóõ- è òð¼õìåðíîé Õèíäìàðø-îóç, ÔèòöÕüþ-Íàãóìî). Êîð-
ðåêòíîñòü è ýåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ è ïðîãðàììíûõ êîì-
ïëåêñîâ áûëè ïðîòåñòèðîâàíû íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ è ïîäòâåðæäåíû
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Âîçìîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèé ïî òåìàòè-
êå äàííîé äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èçó÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â áîëåå
ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ñ äðóãèìè òèïàìè áèóðêàöèé; ðàçâèòèå è óëó÷øåíèå ðàçðà-
áîòàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ; ðàñøèðåíèå ñîçäàííûõ ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñîâ íà íîâûå çàäà÷è.
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